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Résumé

On étudie 'homogénéisation d’équations elliptiques unidimensionnelles & coefficients

e-périodiques, —(acul) + peus = f sur ]0, 1] avec conditions de Dirichlet. L’outil de base

Cours: Homogénéisation est la convergence faible des fonctions périodiques oscillantes g(z/¢) vers leur moyenne.

périodique — Master AMS On l'applique d’abord & un probleme sans dérivée, puis, apres quelques rappels sur les
convergences faible et forte et le théoreme de Rellich, a un cas ou la solution se calcule
explicitement. On démontre enfin le résultat général : u. converge vers la solution d’un
probléme homogeéne dont les coefficients sont la moyenne harmonique a* = (1/ a>71 et la
moyenne arithmétique p* = (p).
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sonia.fliss@ensta-paris.fr

Table des matiéres

1 Présentation du probléme monodimensionnel modéle. 1
2 Cas 0-D ou probléme sans dérivée 1
3 Rappels sur les convergences faibles et fortes 3
4 Probléme monodimensionnel particulier 3
5 Probleme monodimensionnel général 5

1 Présentation du probleme monodimensionnel modéele.

Dans ce cours, on étudie I'homogénéisation de problémes unidimensionnels :

(a-(2)
Pe
(){()u

’g(w)) +ps( )ue(x) = f(x) dans ]0,1],
(1) =

alr+1)=a(z) et 0<a <a(xr)<a®t pp. z;
— pe(x) = p(%), ol p est une fonction 1-périodique, L™ :
plz+1)=p(x) et 0<p” <px)<p"™ pp.

2 Cas 0-D ou probleme sans dérivée

Supposons p. = 0 et oublions les opérateurs différentiels :

—ac(z) uc(x) = f(x) dans]0,1] — u(z) = —

Est-ce que u. a une limite ?
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Théoreme .1: Convergence faible des fonctions périodiques oscillantes

Soit g € L>°(R) une fonction 1-périodique. Pour tout & > 0, on définit g.(z) = g(f) Alors, pour tout
segment I C R et tout h € L(I),

lim [ ge(z)h(z)dx = (g>/jh(w) dz, ou (g) :/0 g(t) dt.

e—=0 Jr

\ J

On dit que g. converge dans L faible-* vers (g).

L J

Preuve 1. — Supposons tout d’abord h constante par morceaux : h(x) = h; sur |a;, a;41[, avec ag < g <
- < apy et I = (ag,an). On note E la partie entiére.

N—-1 a1y N—-1 aiy1/e
Jo@n@az =Y b [ o(Z)ar = [ gty
i=0 «

i i=0 aife
—1 E(ai/e)+1 E(aiti1/e) ait1/e
=c ) M / g9(y) dy + / 9(y) dy +/ g(y)dy |.
i=0 a;/e E(a;/e)+1 E(ast1/€)
I <llgllpoe =(9)[BE(aviy1/e)—E(a;/e)—1] 1< lgllee
OrE(*) -E(%)-1= @ + O(1). Donc
N-1
[ sty — > tufa —ai) (9 = () | #iada.

— On conclut par densité des fonctions constantes par morceaux dans L' : Vh € LY(I), 3(hy) constantes
par morceaux, hy — h dans L', et

Jan—t@) [n=[[am=to) [ m] +[ [ctn =)~ ) [ n )]

Le second crochet est majoré par 2||g||ze||h — hg||z1 (1), uniformément en € : on choisit ko pour le rendre
assez petit. Dés que kg est fixé, on sait d’apres la premieére étape, qu'il existe g¢ telle que pour tout € < &g,
le premier crochet est aussi petit que ’on veut.

O

Preuve 2. En écrivant g. — (g), on peut se ramener au cas ol g est a moyenne nulle. Soit I = («, ). On pose
G(z) = [ g(t)dt. Comme (g) = 0, G est 1-périodique. Soit h € €5°(I) :

[ o= " (Opa= [ Eo(D]noa=— [

«@ «

’ G(é)h’(t) dt — 0,

car G est périodique donc bornée, et A’ est bornée aussi. On conclut ensuite, comme dans la preuve 1, par
densité de ¢5°(I) dans L(I). O

Application au probleme 0-D

wle) ==L o (D) s

ac(x) L2 a

c’est-a-dire

Vo € L2(0,1), /Iﬁ F@) o) do —> <%>/If(x)v(x) dz.

€Lt

Soit u*(z) = — <E> f(z) € L*(0,1). Alors u. — u*, et u* est solution d’un probléme 0-D du méme type :

—<1>_1u*<x) - f(@).

a

-1
1
Ce qui apparait est donc <—> et pas {(a)!
a



S. Fliss et al. 2026 | Cours 2 — Homogénéisation 1D Notes de cours | 3 sur 6

3 Rappels sur les convergences faibles et fortes

Soit 2 un ouvert de R".

Définition .3: Convergences faible et forte dans L?

— Loz h si Vo e, [ Lo [ fops

— fe 7 Jo ss /Qlfe—fo|2—>0.

Proposition .4

Si fe — fo alors fe — fo.

Prewve : Soit ¢ € L2(Q) : ‘/Q(fa _ fg)(p‘ < \f- — follzzllelzz- 0

—0

Proposition .5

Si fe ;2\ foet ”fs”L2 — ||f0||L27 alors f. ;) Jo.

Preuve :

[ir=nkaa= [1np+ [ 6P -2 [ 1h—po.
= — N

—>f|fo|2 —>f|f0|2

Théoreme .6: Banach—Steinhaus

Si (fe) converge faiblement vers fy, alors (f.) est bornée.

Théoreme .7: Banach—Anaoglu

Si (f-) est une suite bornée de L?, alors on peut en extraire une sous-suite faiblement convergente dans
L2

On peut remplacer L? par H'.

Remarque .8: Exercice

Si u. — wu, alors ue — u et Vu. — Vu.
H! L2 L2

Théoreme .9: Rellich

Soit © un ouvert borné de R™ & frontiere suffisamment réguliere. Si (f.) est bornée dans H' (), alors
on peut extraire une sous-suite qui converge (fortement) dans L?().

Remarque .10: Exercices

— Si u. — wu, alors u. — u et Vu, — Vu.
H! L2 L2

— Si u, Suetu € H} (), alors u € H ().

4 Probleme monodimensionnel particulier

On considére maintenant le probléme : trouver u. € H'(]0, 1[) solution de

{ (az (@) ;<x>) —f() dans 0,1
(0) = u.(1) =
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ou ac(x) = ap(f) avec a, 1-périodique vérifie les hypotheses du debut du cours, et f € L%(]0, 1[). Pour ce
probléme, on peut trouver une expression explicite de la solution. En intégrant une premiere fois 'EDP, on

trouve qu’il existe c( ) € R telle que

(1)
(z) = as ae()

puis en intégrant une deuxiéme fois, on trouve qu’il existe c ) € R telle que

__ [t o[ Y @
— () /Oas(y)/o F(t) i dy + / el

()eJC 0(2) .

II suffit d’utiliser les conditions aux limites pour trouver les constantes

u(0) =0 = ¢ =0;

u(1)=0 = oV = [/01 iy, al [/01 ol

Passage a la limite

(1) La fonction y — / f(t)dt est dans L'(]0,1[), donc, d’apreés le théoreéme .1,

cgl) _— < > // f dtdy /1)_1<61l>1, soit c(l :0%// f@) dtdy*cél).
De la méme facon,
Uue(x) — p— < >// f(t dtdy+c < >/ 1dt =: u*(z).

On montre que u* € H'(]0,1[) est solution de

{a* w(z) = fz) damslOA[ <1>_1.

a

La convergence simple u.(r) — u*(x), Vo € [0, 1], implique une convergence forte L? d’aprés le théoréme de
convergence dominée :
Ue — u* (L fort),

la domination venant de a. > a™ : |uc(z)| < 2 (|| f]l22 + |cg \), et (cgl)) est bornée puisqu’elle converge.
(2) Quant a ul(x) :
(1

Ce

ae(z)

1
ac(x)

Mais, pour tout ¢ € L?(]0, 1),

/01 o (2)p(x) dz = —/01 a}x)/j F(O)dt pla) do -+l /01 aix) pla) da

cL? pEL!

ul(z) = — ne converge pas fortement dans L.

/Omf(t)dt—&-

€L?
\—,_/

s F(t) z)dz + ! L 1¢(x)dm: lu*'(x)go(x)dx.
I (o) ) wteras= |

*/

; u dans L? faible.

Donc

!/
uE

—/ f4+cY et a'u(z) = —/ f—l—cél)
0 0

v, 0, on déduit facilement que

Enfin, en utilisant que

et que c(l) (

a:u; —»a’u”  dans L? fort.
L
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5 Probléeme monodimensionnel général

On consideére maintenant le probléme de départ : trouver u. € H*(]0, 1[) solution de

(325) { . (aef) u;-:(x)_)/ + ps(x) us(x) = f(x) dans ]0’ 1[’
Ua(o) = ua(l) =0,

ou f, a. et p. vérifient les hypotheses de la section 1.

Théoreme .11: Homogénéisation du probleme 1D

Soit (ue) I'unique solution de (£.). Alors u. — u* dans H'(]0, 1[), ot u* est 'unique solution dans
H'(]0,1[) de
—a*u™ + p*u* = f dans]0,1], <, <1>_1 b = (o)
o) = — e = o
w'(0) = u'(1) =0, C T\ rev

T

Preuve. On rappelle que a.(z) = a(g), avec a 1-périodique telle que 0 < a~ < a(y) < a’ p.p. y, et
pe(x) = p(£), avec p 1-périodique telle que 0 < p~ < p(y) < p*.
On montre que le probléeme (Z2.) est bien posé et que

3C >0, Ve > 0, luellzr < C |\ f|l2

(la constante C' est indépendante de €). C’est en effet le probléme de Dirichlet du cours 1 avec A = a., de
constante d’ellipticité ¢ = a~ > 0; le terme p.u., avec p. > 0, ne fait qu’augmenter la coercivité. On peut
prendre C' = (1 + Cp)/a~, qui est bien indépendant de e.

Ceci implique que v, = a.(x)u.(z) est bornée aussi dans H(]0, 1[), uniformément en e, puisque

lvellze = llac (@) ui(@)llz2 < o™ fJucllm < a*CIf]lz2,
(ae(@) @) 1z = I1f = petielzs < I1Fls + p* e < 1F]1s (1 + )
@ Comme (u.). est bornée dans H1(]0, 1[), quitte & extraire une sous-suite, on a

U — u* et ue — u*.
H1 L2

Ceci nous donne que u* est dans H'(]0,1[). Caractérisons la limite.
@ Pour tout v € L2(]0, 1[),

1 1 1
/O (peus—p*U*)’U:/O pe (us—U*)v+/0 (pe = p") W'v,.
—_———

eL!

— 0 car u.—u*
L2 — 0 (théoréme .1)

ou on utilise pour traiter le premier terme du membre de droite le fait que p. est bornée. On en déduit que
Pelle ; prur.

@ Comme (v.) est bornée dans H'(]0, 1[), quitte & extraire une sous-suite, on a

ve — vF et ve — v*.
H! L2
Ceci nous donne que v* € H'(]0, 1]).
@ Ona

U = u* = ul —u¥

€ g € 72 1

*! * . e s .
1 1 == u = <—> v™ par unicité de la limite..
vy — v* = — v =~ (=)o a
L2 méme preuve que @ G, L2 \a

® On a également

ve =0t =y, =Y

H L L o
, . s = v" = p*u* — f par unicité de la limite..
Ve = pete — f L_Z\ prut — f
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® En combinant les 2 dernieres étapes, on en déduit que u* € H'(]0, 1[) est solution de
(&) —a* 2u* + p*ut = f dans 0, 1[.

De plus u* € Hi(]0,1[) car H} est fermé pour la convergence faible (i.e. si u. € Hi et u. o alors
u € Hp).
(@ 1l existe une unique solution de (£?*) d’aprés le théoréme de Lax—Milgram car a* > a~ > 0, p* > 0.

On montre que toute sous-suite extraite qui converge, converge vers une solution de (£7*). En effeit, si la
suite entiére ne convergeait pas faiblement vers u*, on trouverait une sous-suite restant loin de v*, dont on
extrairait, par ()—(6), une sous-sous-suite convergeant vers u* : contradiction. Par unicité de la solution,
toutes les limites sont égales et donc toute la suite converge.

O
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