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Résumé

Ce premier cours rassemble les outils d’analyse fonctionnelle utilisés dans la suite : espaces
de Sobolev H' et H(div) et leurs versions périodiques, résultats de densité, théorémes de
trace, formules de Green (y compris dans le cadre périodique) et inégalités de Poincaré,
théoreme de Lax—Milgram. Ces outils sont ensuite mis en ceuvre sur deux problémes
modeles : le probleme de Dirichlet, et le probléeme de cellule périodique, qui n’admet de
solution que sous une condition de compatibilité et dont la solution est unique & une
constante pres.
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On suppose dans tout le cours que €2 est un ouvert borné de R?, & frontiere suffisamment réguliere.

1 Espaces de Sobolev

On rappelle la définition des espaces de Sobolev suivants.

2 = jaut T .qg. 2 22 = 2
12(@) = { f mesurable t.q /Qf a0 < +oo}, /12 /Qf a0,
HY(Q) = {f e L*(Q) tq. Vf € [LQ(Q)]d}a 1 = IF1Z2 + IV £II2
~—

()

ou () : le gradient est défini au sens des distributions.

Théoreme .1: Espaces de Hilbert

(L2(Q), [Illz2) et (H*(),]]*|m) sont des espaces de Hilbert.

_ of _ ‘
k I k—1 k—1
HR(Q) = {f € HKTHQ), g e HYI(®) Vie [[1,d]]}.
. d . .
H(div, ) = {U e [L2@)", U e @)}, U = 103 + [divO]3,

(%)
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ol (#*) : la divergence divU = 3 ¢ ’ est définie au sens des distributions.

zla

Résultats de densité

On introduit les espaces suivants

¢*(Q) = {f ¢ dans Q}, 2(0) = 65°(Q) = {f € €, supp f compact dans Q}.

supp f, f € €™ (Q)\ %7 ()

supp f, f € 65°(Q)

— 6°°(Q) et 65°(Q) sont denses dans L(€2).
— €>°(Q) est dense dans H(Q) , resp. [¢°>°(Q)]? dans H (div, ), mais €5°(£2) n’est pas dense dans H' (),
resp. [65°(Q)]¢ n’est pas dense dans H(div, ).

Définition .2: Espaces Hi () et Ho(div, Q)

H(} (Q) = %000 (Q) , Hy (diV, Q) [(goo( )] H(dlv Q)

Espaces de Sobolev périodiques

Soit Y = (0,1)%. Commencons par introduire 'opérateur d’extension périodique
Ey:L2(Y) — L2_(RY),

U — Eyu,

ol
YyeY, VYneZ Eygu(y+n)=uy).

On peut maintenant introduire 1’espace des fonctions de C*°(Y) dont I’ extension périodique reste C* :

Cr(Y) = {ueC>(Y), Eguec R}

Notons que la fonction ci-contre est telle que u(0) = u(1), mais u & €2°(0,1)
car Egu ¢ €' (R). Pour qu’une fonction 4°>°(0,1) soit €°(0, 1), il faut que
toutes les dérivées en 0 et 1 coincident.

— GF(Y) est dense dans L*(Y) (car 65°(Y) C €2°(Y)).
— €2 (Y) est dense ni dans H'(Y), ni dans H(div,Y).

Définition .3: Espaces périodiques H# (Y) et Hy(div,Y)

o HY(Y) = ————— H(div,Y)
Hy(Y) :=€L(Y) , Hy(div,Y) := [6°(Y)) .
2 Théoremes de trace
On montre que 'application _
Yo :E€x(Q) — L2(09),
U — ulan
est bien définie et continue :
Cy > 0, VYu e %oo(ﬁ)’ ||u|3Q||L2(BQ) < Cy ||u||H1(Q)

En utilisant un raisonnement de prolongement par densité, €°>°(f2) étant dense dans H'(f2), on peut définir

'yO:Hl(Q) —>L2(8§2), u — ulaq,
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et cette application est continue :
vu e H'(Q), llulaallz200) < Co llullar()-

ou la constante Cy est la méme que précédemment.

Théoreme .4: Noyau de I'application trace

Hy(Q) = {u e H(Q), ulsg =0}.

Preuve de C. Soit u € HE(Q), I(un)n € €5° (NN t.q. [|un — ul|lgn —— 0. Or
n—oo

70 (un — w)||22(00) < Co [Jun — ull g2 — 0,
donc g (u,) converge vers yo(u) dans L?(99). Comme ~o(u,) = 0 ¥n, donc o(u) = 0. d

Preuve de O. Elle est plus technique et se fait en plusieurs étapes. Soit u € Ker 7.

— Eatension par 0 : soit @ = u dans Q, @ = 0 dans R% \ Q. On montre que @ € H'(R?).
— On utilise une technique de régularisation par convolution. Soit p € € (R?), supp p C B(0,1), ||p|lr: = 1.
On introduit p. = e~9p(x/e). On a supp p. C B(0,¢) et |pe|rr = 1. On montre

e * @ — @l g1 (ray - 0 avec p. * @ € € (RY).

— Comme p, * @ n’est pas a support compact dans {2, ce n’est pas terminé : on utilise une fonction cut-off.
Soit n. € €°(Q),
n. = 1 dans {z € Q, dist(z,9Q) > 2¢}, IVnellpe < g,
suppn. C {z € Q, dist(z,9Q) > £}.
On montre que

11 pe x @ = allar@) —> 0 et mepexu € Cr ().

I3

On introduit Vi € [1,d], Vj € {0,1}, T ={y €Y, y; = j}. Y r: %

Théoreme .5: Caractérisation de H(Y)

Hy(Y)={ue H'(Y), Vi€ [1,d], ulro = ulp: }.

Remarque .6

ulpo € LE(TY) et ulp: € L2(T}), donc quand on écrit u|po = ulp1, c’est dans L%(T;) ou l'on identifie
TO=T!=T,

Preuve de C. Soit u € Hy(Y), I(un) € (‘égo(Y))N t.q. ||un — ul|gr — 0. De plus Vn, Vi € [1,d], u,(y) =
un(y + €;) par définition. On a donc

VTLGN, Vi € [[].,d]], Un|]_'*? :U,n|1'\.}
D’ot
lulro = ulrrllz2(ryy < llulro = unlrollzzo) + lulrr = unlrillzzrr) + lunlro — unlrr |2 (ro)

< llulro = unlrollpz(roy + llufrr = unlrillz2(ry)

< 200 ||u — Un”Hl(y) :4—);—) 0.
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Remarque .7

On a une autre caractérisation de Hj (Y) :

Hu(Y)={ue H(Y), Egu e HL (RY}.

3 Formules de Green
On rappelle la formule de Stokes
of

1
Vfe H (Q), s

dQ:/ floq ni dr.
o0

et la formule de Green-Ostrogradsky .

d

vf EHl(Q), U e [Hl(ﬂ)] , /Q[Vf'U-i-fdiVU] dQ:/anglaQ Ulsq - n]oa dT.

On va étendre cette derniere formule de Green a f € H*, U € H(div, Q).

Définition .8: Espace des traces des fonctions de H*({2)

On introduit
HY2(08) := Im o

que 'on munit de la norme quotient :

Vo € H/2(09), |ellmzoay = inf  Julmgiq-

uEH ulpo=¢

Comme H!'(2) est un espace de Hilbert et H}(£2) est un sous espace fermé, on a HY(Q) = HZ(Q) @ [Hi(Q)]*.
On montre que I’application 7y est une bijection isométrique sur H/2(982). Ainsi, pour tout ¢ € HY/?(99), il
existe un unique u, € [H} ()] de trace . Ceci nous permet de montrer le lemme suivant.

Lemme .9: Relevement continu

Pour tout ¢ € H'/2(9Q), il existe u, € H'(Q) telle que

ugloa =¢ et |ugllar < [lella2on)-

Théoreme .10: Trace normale dans H (div, (2)

YU € H(div, ), on introduit U - n|sq définie par
Yo € HY?(09), -172{U - n|oq, ©) g1z == / [Vu, - U + u,divU] dQ,
Q

ou u, est un relevement continu de ¢. Alors défini ainsi U - n|sq est une forme linéaire continue de
H'Y2(89). On dit que U - nlag € [HY?(8Q)]" = HV/2(89).

\

Notons que le terme de droite dans 'expression de U - n|sq est bien indépendant du choix du relévement. En
effet, d’apres la définition de la divergence au sens des distributions

Vu € C°(Q), YU € (¢ (@), / [V U +udivU] dQ = 0,
Q
qui s’étend par un raisonnement de densité a
Yu € H} (Q), YU € H(div,Q), / [Vu-U +udivU] dQ = 0. (1)
Q

Si u; et up sont deux relévements de ¢ alors u; — ug est dans H(Q) et on peut appliquer la formule précédente
au=u; —ug. Ainsi, g-1/2(U - n|aq, @) 1,2 est indépendant du choix du relevement.
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On déduit facilement du théoréme précédent la formule de Green générale

(@)

Yu € HY(Q), YU € H(div,Q), / [Vu-U +udivU]dQ = g-12(U - nlsq, u\89>H1/2 .
Q

Preuve. C’est bien une forme linéaire continue d’apres les propriétés des relevements continus. O

Remarque .11

La forme linéaire est notée U - n|gn car c’est bien une extension de U - n|gg pour les champs de
vecteurs de H(div,Q) \ [H 1(9)]d, qui coincide avec U - n|spg = Ulsq - n pour les champs de vecteurs
de [HY(Q)]".

On a également
vieH'\@), WU e Gr@), [ ViUrdavUf=o.
Q

donc par densité de [4;° (Q)]d dans Hy(div,Q), 'égalité est vraie pour tout f € HY(Q) et U € Hy(div, Q).
On en déduit facilement la caractérisation de Hy(div, ) suivante.

Corollaire .12: Caractérisation de Hy(div, (2)

Ho(div,Q) = {U € H(div,Q), U -nlsq =0}.
N—_——

€H-1/2(9Q)

Concentrons nous maintenant sur les formules de Green avec des fonctions périodiques. On a Vf € Hj# (Y),
d
VU € [‘K;"(Y)] ,

d
[virvsaos- | f|ayU'n|ay=Z</ fley Uil + | f|r;U'n|rg>
Y oy = \J1r° r!

d

:Z (/ flro U - (—e4)|ro +/ fler U'ei|rg>
; ro ri
d

:Z< : flro U - (=ei)[ro + flro U'ez‘|rg> =0,

car flro = flr: et Ulpo = U|p:. vy

Par densité de [%QO(Y)]CI dans Hy(div,Y), on en déduit que
Vf € HL(Y), YU € Hy(div,Y), /YVf-U—i-fdivUzo. (Gy)
On peut enfin montrer la caractérisation :
H#(diva Y) = {U € H(diV,Y), Vf € H;é(Y)a H—1/2(8Y)<U ' ’I’L|ay, f|8Y>H1/2(8Y) = O}
En fait, en utilisant des fonctions f € €2°(Y') qui s’annulent sur tous les bords sauf sur I'? et T'} et en utilisant

que I'ensemble des traces de telles fonctions est dense dans H;/ 2(Fi) ={flr., f€ H;L(Y)}, on montre que

Hy(div,Y) = {U € H(div, ), Vf € HY(Y), Vi € [Ll, jy_var, (U - eilre = U-eilrs, f|pi>H;/2(Fi) o}

ow Hy'/(T;) = [H}/* () soit
Hy(div,Y) = {U € H(div,Y), Vi € [1,d], U-eilro = U -e;|1  dans H;/?(ri)}

On retrouve la condition naturelle pour les champs de vecteurs réguliers, mais cette condition est écrite
faiblement pour les champs de vecteurs qui sont moins réguliers.

4 Inégalités de Poincaré
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Théoreme .13: Inégalité de Poincaré

1l existe une constante C'p > 0 qui ne dépend que du domaine 2 telle que

Vu € Hy(Q), lullZ: < Cp|VulZ.

Il faut ici que € soit en plus conneze.

Théoreme .14: Inégalité de Poincaré de Wirtinger

Il existe une constante Cpy > 0 qui ne dépend que du domaine (2 telle que

vue {ve H(Q), /Q v=0}, [lull3s < Crw | Vul%

5 Théoreme de Lax—Milgram

Théoreme .15: Lax—Milgram

Soit (V. ||:]lv) un espace de Hilbert, a : V' x V — R une forme bilinéaire qui est continue c’est-a-dire
M, >0, Yu,v €V, |a(u,v)| < My||ullv||v|v

et coercive c’est-a-dire
Ja >0, YWweV, a(v,v)>alv|}

et £ € V', c’est-a-dire une forme linéaire continue :
IM, >0, Yo €V, |[L(v)| < M||v|lv-
Il existe un unique u € V tel que
a(u,v) = £(v) Yv eV,

On a dans ce cas
1llv

< -
Jully < o

6 Problemes modeéles
6.1 Probléme de Dirichlet

Théoreme .16: Probleme de Dirichlet

Le probléme : Trouver u € H'(£2) solution de

—div(A(z)Vu) = f dans Q,
uw=0 sur 0,

ou f S Lz(Q), A= (Aij)lﬁi,jﬁda Aij S LOO(Q),
3ec > 0, V€ € RY, p.p. tout = LA(x)E > c||€)3a (A est dite uniformément elliptique),

admet une unique solution. En particulier, la solution dépend contintiment de f :

vCp 1+ Cp
Ifllez,  llullm <

[Vullze <
c %

1£1lz2-

Le probléme est bien posé au sens d’Hadamard.

Preuve
On prouve ce résultat en 3 étapes.

1. on écrit la formulation variationnelle (FV) en utilisant une formule de Green.
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2. on montre I’équivalence entre (#p) et (FV).
3. on applique le théoreme de Lax—Milgram en établissant la coercivité de la forme bilinéaire a partir de
I'uniforme ellipticité de A et I'inégalité de Poincaré.

Etape 1 : Construction de la formulation variationnelle La condition « u = 0 sur 9Q » s’entend au
sens des traces, 7o(u) = 0; d’apres le théoréme .4, elle équivaut a u € H}(Q). Le probléme s’écrit donc

Trouver u € H} () telle que

(Z0) | dv(AVa) = f dans L),

Soit w une solution de (p). Posons U := AVu.
— U e [LAQ) car Ay € L2(Q) et Oju € L) : Uil < X, Ayl 10ull -
— divU = —f € L*(Q).

Donc AVu € H(div, ). Soit v € H (). On multiplie I’équation par v et on inteégre :

_ /Q div(AVu) vdQ = /Q fodS.

D’apres (1) appliquée a U = AVu € H(div,Q) et v € HE ()

—/ div(AVu)v:/AVu~Vv,
Q Q

d’ou
Trouver u € H} () telle que

(FV) = X u - v = v =: v v !
a(u, v) ._/QA( V- v dQ_/Qf A0 = () Vo e HYQ).

Etape 2 : Equivalence entre (#p) et (FV). L’étape (1) montre (Zp) = (FV). Réciproquement, soit u
une solution de (F'V).

— Soit v € 2(Q) € HL(Q). Comme AVu € [L2(Q)]? C [2'(Q)]? et f € L2(Q) C 2'(Q),

/ AVu - Vo = (91a(AVU, V) (ga = o (= div(AVu), v)4, / fv= a/(f, v)y.
Q Q

Donc g (—div(AVu) — f, v), = 0 pour tout v € (1), c’est-a-dire — div(AVu) = f dans 2’(2). Comme
f € L*(Q), on a div(AVu) € L*(Q) et 1'égalité a lieu presque partout dans .
— u € HE(Q) = Ker v, donc u|pg = 0 dans L?(99).

Donc (FV) = (Zp).

Contrairement au probleme de cellule, il n’y a pas de condition « naturelle » & retrouver : la condition
de Dirichlet est essentielle, elle est imposée par espace H} ().

Etape 3 : Caractére bien posé de (FV) par le théoréme de Lax—Milgram.

— (H3(), ||| zr1) est un espace de Hilbert : c’est un sous-espace fermé (par définition, une adhérence) de
'espace de Hilbert H! ().

— a est bilinéaire continue. La bilinéarité est claire. Pour presque tout x et tous &, € R%, par Cauchy—
Schwarz dans R4*? (appliqué a (A;;(z)) et (£;m:)),

A nl = | Y Ay & m
2]

1/2
< (D14 @)P2) " lel ol < Mgl nl,
4,3

avec M := (Y, j||Aij||%oo)1/2. Donc, pour u,v € H (), par Cauchy—Schwarz dans L?(2),
la(u, v)| < M/ [Vul [Vo| < M [[Vull2|[ Vol 2 < M [juf g ||v]| g
Q
— a est coercive. Pour v € H}(£2), I'uniforme ellipticité appliquée avec & = Vu(zx) pour presque tout z donne

a(v,v) = / A(x)Vv - Vode > c/ |Vo|?dz = ¢||Vol|2s.
Q Q
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Cette minoration ne contrdle que le gradient ; c’est I'inégalité de Poincaré qui contrdle ||v| 2 :

lollz = lloliZe + [IVolZ: < (Cp + 1) [IVolZ2,

d’out c
Yo € Hi(Q), a(v,v) > alv||3, = i1
— { est linéaire continue. Pour v € Hi(Q),
(@) < Ifllzzllolle < W fllzzllvllay,  done [[€] gy < I fllz2-

Le théoréme de Lax—Milgram donne l'existence et 1'unicité de u € H{ () solution de (F'V'), donc, par 'étape (2),
de (ngD)

Pour établir la stabilité, on prend v = u dans (FV) :

allullfn < alu,u) = 0w) < ||fllzzllulm = Jullam <

£l 22

Ifllez _ 1+Cp
o c

On obtient une meilleure estimation du gradient en utilisant Poincaré dans le second membre :
c|[Vulz: < a(u,u) = /qu < [[flle2llulle < VCP I fll2 IVl L2,

C
Y

Remarque .18

— Les constantes ne dépendent de A que par ¢ (et M pour la continuité, qui n’apparait pas dans
Pestimation). C’est ce qui rend ces estimations utiles en homogénéisation : pour A.(z) = A(z/e),
la constante ¢ ne dépend pas de ¢, donc (u.) est bornée dans H} () uniformément en e.

donc ||Vu||g2 <

— Le résultat reste vrai pour f € H=1(Q) := (H} (Q))/ en remplagant [, fv par g-1(f, v)Hé, avec

Iestimation ||ul g1 < ||f||z-1/c; par exemple f = divG avec G € [L?(Q2)]%.

6.2 Probleme de cellule périodique
On étudie ici le probleme :

Théoreme .19: Probleme de cellule périodique

Le probleme : Trouver u € H(Y) telle que

—div(A(y)Vu) = f dans Y,
(Z4) vie[ldl ulro = ulr,
Vie[1,d] A(y)Vu-elro = A(y)Vu - eifr:.

o f € L2(Y), A= (Aij)i<ij<d, Aij € L=(Y), et A est uniformément elliptique, admet une solution
ssi

/ f=0 [condition de compatibilité]
Y

et dans ce cas, la solution est unique a une constante pres. Dit autrement, il existe une unique solution
telle que fY u = 0. Cette solution dépend continument des données.

Remarque .20

— Notons que la premiére équation et la troisiéme équation (qui est une égalité dans H 12 (T;)) de
(Z4) impliquent d’apres la caractérisation de Hx(div,Y) que A(y)Vu € Hy(div,Y).

— Si w est solution de (P4), u + constante est aussi solution donc la solution ne peut &tre unique
qu’a une constante pres.

— On a

| £== [ avtawvo) = [ awve-va) o,
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(t) d’apres la formule de Green (Gy) car A(y)Vu € Hy(div,Y) et 1 € H(Y). Donc la condition
[y f = 0 est nécessaire!

Preuve

On prouve ce résultat avec les mémes 3 étapes que précédemment.
Etape 1 : Construction de la formulation variationnelle dans H (Y). Soit u solution de (F4). Soit

vE H;E(Y), on a
—/ div(A(y)Vu) vdy = / fudy.
Y Y
Or A(y)Vu € Hy(div,Y) et v € H%E(Y); d’apres (Gy) on a
Trouver u € Hy(Y) telle que

0| [ aevoa= [ joay wemym
v Y

Etape 1 bis : Construction d’une FV dans Vi = {u € H#(Y), Jyu= 0}. Comme il n’y a pas unicité
de la solution dans H. 7L(Y), on ne peut pas espérer appliquer le théoréeme de Lax—Milgram dans H;é (Y). On va
plutot chercher une solution dans V. On consideére la formulation variationnelle

Trouver u € Vy telle que

FVY
(FV) /A(y)Vu-Vvdy:/fvdy Vv € V.
Y Y

On a évidemment (FVy) = (FVJ). Montrons que si [}, f = 0 alors (FVY) = (FV).
Soit v € Hj,(Y); v — [, v € Vi donc on peut appliquer (FV2) :

/YA(y)Vu~V(v—/Yv) dy:/Yf(v—/yv)dy:/yfv—éj/yvz/yfv.

Vv
Donc
/ A(y)Vu - Vo = / fv, Yve H#(Y)
Y Y
et on retrouve (FVy).

Etape 2 : Equivalence entre (FV#(Z) et (P4). Comme (FVy) < (FV#), il suffit de montrer que (FVy%) =
(P4)-
— Soit v € Z2(Y) C H(Y). Comme AVu € L2V C[2/(V))? et feL?(Y)C 2'(Y),

/ AVu - Vv = (914(AVU, V) (ga = o/ (= div(AVu), v)g, / Jv= a/(f, v)gy.
Y Y
Donc g (—div(AVu) — f, v), = 0 pour tout v € Z(Y), c’est-a-dire —div(AVu) = f dans Z'(Y).
Comme f € L*(Y), on a div(AVu) € L*(Y) et I'égalité a lieu presque partout dans Y.
— u € H# (Y), donc d’apreés la caractérisation donnée dans le théoréme .5, on a
Vi € Hl,d]] U|F? :u‘r‘}

— Enfin, comme div(AVu) € L*(Y), pour tout v € Hy(Y), on peut utiliser la formule de Green () a
partir de (F'Vg) :

/Y—div (AVU) v+ g-1/2(9y)(A(y)Vu - n, V) i1/2(ay) = /Y fo,

donc
v’U S H;E(Y), H—1/2(ay) <A(y)Vu ‘N, U>H1/2(8Y) = 0

En utilisant la caractérisation de Hy(div,Y’), on trouve

Aly)Vu e Hy(div,Y) et A(y)Vu-eilro = A(y)Vu- el dans Hy /(1) Vil
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Etape 3 : Caractére bien posé de (F V;g). On va appliquer le théoréeme de Lax—Milgram :

— (V#7 [ Hl) est un espace de Hilbert en tant que sous-espace fermé de H®.
— la continuité de la forme bilinéaire se montre comme pour le probléme de Dirichlet.

— Pourve Hy(Y): ‘/ A(y)Vszv‘ > c/ V|2 dy.
1% 1%

Pour v € Vi, on peut utiliser I'inégalité de Poincaré-Wirtinger :

[ <cow [V = ol < @) [ 1902
Y Y Y

donc
C
A . > 2.
ey | [ awve-vol> gl

— La continuité de ¢ se démontre comme pour le probleme de Dirichlet.
On peut donc appliquer le théoréme de Lax—Milgram et on montre comme pour le probléeme de Dirichlet, la
continuité par rapport aux données.

Pour montrer I'unicité a une constante pres, il suffit de prendre deux solutions u; — us et d’observer que le
probléme que vérifie uy — ug — [;(uy — ug) est (F4) sans terme source. De plus cette fonction est & myenne
nulle. D’apres ce que nous venons de démontrer u; — ugs = fY (u1 — us2). La solution est donc bien unique & une
constante pres.

Remarque .21

Le résultat s’applique aussi si f € (H;E(Y))/, c’est-a-dire s'il existe wy € H%E(Y) t.q. (f,v) = (wg,v) .
— Ex. 1:fel?C (H;L(Y))/; v [, fo est linéaire continue dans H#(Y)
— Ez. 2 : G € [L*(Y)]%; divG : v = — [, G - Vv est linéaire continue dans H(Y), donc
divG € (HL(Y))"
Sife (H# (Y))/, la condition de compatibilité s’écrit (f,1) = 0, ou encore fY wy = 0.
Notons enfin que pour l'exemple 2, div G vérifie la condition de compatibilité.
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