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Alan Turing aurait déclaré que les équations aux dérivées partielles sont
créées par Dieu et les conditions aux limites par le Diable! La situation a
changé, le Diable a changé de place... On peut dire que les principaux défis
se situent au niveau des interfaces, avec le Diable non loin d’elles...

—Jacques-Louis Lions (1928-2001)






Preface

Ce cours est une introduction aux équations aux dérivées partielles par le prisme du calcul des variations
que l'on rencontre dans de nombreux problémes physiques par le principe (quasi philosophique) de moindre
action de Maupertuis, Leibniz, Euler, Lagrange, etc. Le fameux opérateur de Laplace, que nous allons
rencontrer tout au long de ce cours, est en effet un formidable couteau suisse que 1’'on croise partout en
physique, chimie, biologie, mais aussi mécanique et dans tous les champs des mathématiques. On le rencontre
en analyse bien sfir, mais aussi en optimisation, en probabilités et méme en statistique. Nous pouvons y voir
un clin d’ceil de I'histoire, car Pierre-Simon de Laplace est 1'un des principaux scientifiques de la période
napoléonienne qui a vu se développer les premiéres écoles d'ingénieurs. Parfois appelé le Newton frangais, il
a marqué son époque a la fois par sa vision scientifique, mais aussi sa carriere politique, devenant un exemple
d’un scientifique acteur de la vie publique.

Dans ce cours nous voulons présenter toute la chaine mathématique depuis la modélisation, la formulation,
l’analyse, la discrétisation, I’analyse numérique et la simulation. La modélisation traduit notre compréhension
du phénomeéne physique, la formulation sa mise en équation. L'analyse implique de garantir par la théorie
mathématique que le probleme admet une solution, idéalement une seule et que cette solution est stable par
rapport aux données d’entrée du probléme. Ceci est indispensable pour que le modele de la réalité étudiée,
ayant simplifié son sujet d’étude, n’en soit pas pour autant simpliste. La discrétisation, elle, consiste en la
reformulation du probléme en une approximation qui peut étre calculée numériquement. Dans ce cours, c’est
la méthode des éléments finis qui est une approche variationnelle par essence qui est présentée. Simulation
signifie résolution pratique de cette formulation discréte. Reste a souligner I'importance de I'étape d’analyse
numérique parfois plus méconnue des autres communautés au-dela des mathématiques appliquées. Elle
cherche a garantir que la discrétisation a bien une solution, mais surtout qu’elle est proche de la solution
mathématique initialement prévue. Cette thématique est tout a fait passionnante, car elle fait le lien entre
deux mondes, I’abstrait et le concret; elle offre des garanties a priori sur ce que la machine calcule; et elle
présente une esthétique mathématique propre, a l'interface entre des mathématiques trés concretes des
premieres années de licence, notamment 'algébre linéaire, et 'analyse beaucoup plus abstraite des problémes
aux équations partielles.

On s’amuse souvent a dire qu’il y a deux types d’ingénieurs, ceux qui proposent des solutions qui marchent
sans savoir pourquoi, et ceux qui proposent des solutions qui ne marchent pas, mais savent pourquoi. Nous
pensons modestement qu’on peut avoir I'exigence de se former a inventer des solutions nouvelles tout en
ne négligeant pas de savoir pourquoi ces innovations fonctionnent. C’est frappant avec la méthode des
éléments finis, imaginée il y a plus d’un siécle, mais toujours d’actualité, merveille d'ingéniosité dans sa
formulation et dont la garantie du fonctionnement s’appuie sur un cadre abstrait extrémement limpide,
élégant et rigoureux.

Ce document est le fruit d"une collaboration pour unifier la présentation du cours d’analyse variationnelle
de I'Ensta et de celui de I'Ecole polytechnique. Les deux formations sont trés proches sur ce sujet et
nous sommes heureux de participer a notre niveau au rapprochement effectif des cours, des éléves et des
enseignants-chercheurs de ces établissements membres de 1'Institut Polytechnique de Paris.

Nous tenons a remercier trés chaleureusement d’un co6té, Patrick Ciarlet et Eric Lunéville, et de 'autre,
Francois Alouges et Grégoire Allaire, dont les précédentes éditions de ce cours respectivement a I’Ensta et a
1’Ecole polytechnique ont été d’une aide trés précieuse pour la rédaction de ce document. Nous souhaitons
aussi vivement remercier nos relecteurs E. Becache, D. Chapelle, L. Chesnel, S. Imperiale, F. Nabet. Malgré
leurs relectures attentives, nous avons sans doute laissé des erreurs dans ce manuscrit et nous serions
heureux de prendre en compte toutes les remarques que vous nous adresseriez a sonia.fliss@ensta.fr ou
philippe.moireau@polytechnique.edu.

Sonia Fliss et Philippe Moireau,


mailto:sonia.fliss@ensta.fr
mailto:philippe.moireau@polytechnique.edu
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Modélisation et calcul des
variations

Ce premier chapitre constitue une introduction générale au calcul des
variations. L'objectif est de montrer comment la modélisation physique
s’est construite de concert avec la formalisation mathématique. En partant
de quelques exemples emblématiques, nous introduisons les premiers
outils de formalisation mathématique. On verra notamment que, les
fonctions d’abord supposées régulieres afin de mener les calculs vont
progressivement montrer leurs limites et nous obliger a introduire de
nouveaux espaces pour définir les solutions mathématiques des pro-
blémes physiques modélisés. Ainsi, choix de modélisation et régularité
mathématique seront deux facettes d’'une méme démarche qui se sont
construites historiquement ensemble dans un dialogue permanent.

1.1 Introduction au calcul des variations en
dimension 1

1.1.1 Le principe de moindre action

En 1744, Maupertuis définit! le principe de la moindre quantité d’action
sous la forme « Lorsquil arrive quelque changement dans la nature, la quantité
d’action, nécessaire pour ce changement, est la plus petite qui soit possible ». Se
développe alors a partir des outils du calcul des variations, une vision de
la physique ot les équations fondamentales sont formulées a partir du
principe de moindre action.

Considérons par exemple une corde, ou chainette, tendue ayant une
certaine densité de masse linéique ¢ > 0 et fixée a ses extrémitésen x =0
etx = L.

Le principe de moindre action stipule que 1’équation de la corde
correspond a la minimisation d'une énergie de déformation W et de son
énergie potentielle. Ainsi la nature cherchait 8 minimiser son effort?

L
F(0) = /O [W(v(x),v’(x),v”(x),...)—ng(x) 1+v’(x)2] dx,

ol le premier terme décrivant 1'énergie de déformation est écrit en toute
généralité comme une fonction de la forme de la chaine et de ses dérivées
caractérisant I'élongation, la courbure, etc., autour de la configuration au
repos.

Dans le cas le plus élémentaire ot la déformation de la chainette
est infinitésimale, c’est-a-dire une configuration ot la longueur totale
Lot = L + 0(a) ot a est le déplacement maximal, le critére a minimiser
devient

7(0) = /O L[ng - 0g0(x)] dx.

ol le premier terme s’interprete comme si la corde était constituée d'un
continuum de ressorts élastiques infinitésimaux 3, de raideur linéique

1: ily a aussile méme genre d’idée en op-
tique avec Fermat en 1662 (voir plus loin
dans le chapitre). Et Leibniz a introduit
antérieurement des idées semblables a
Maupertuis.

2: on remarquera que la définition
de l'abscisse curviligne donne ds =

V1+u/(x)?dx

3: I’énergie des ressorts est asympto-
tiquement }; ""zl[v(xi + %x) —o(x; —

2 —— Lﬁv’x dx
PF £ 300



2 1 Modélisation et calcul des variations

4: C’est donc un espace de Banach

x > 0.

Cette fonctionnelle est convexe car on vérifie aisément que pour tout
v1 et vy et pour tout réel A

F(Av1+ (1= A)v2) < AF(v1) + (1= A)F(v2)

par convexité de la fonction R 3 u + u2. Nous allons chercher a la
minimiser, et cherchons pour l'instant une condition nécessaire.

Nous devons nous fixer un espace de fonctions sur lequel minimiser
J. Cette question est en réalité tres délicate et au coeur de la théorie
variationnelle des équations aux dérivées partielles. Pour commencer,
nous pouvons par exemple définir 1’espace vectoriel

V = {v € C}([0, 1]) tel que v(0) = v(1) = 0},
muni de la norme

Vo e C'([0,L]), llvllca = sup |o(x)|+ sup [v'(x)].
x€[0,L] x€[0,L]

Nous rappelons notamment que cet espace est complet* en utilisant le
résultat suivant.

s N

Proposition 1.1.1 Pour tout (a, b), € R? et k € N, I'espace C¥([a, b]) est
complet pour la norme

k
lullcro,y = > sup lu?(x)].
i=0 x€[0,L]

U J

Démonstration. Montrons le résultat pour k = 0. Le cas général se déduit
sans difficulté ensuite par récurrence. Soit (u™),en une suite de Cauchy
dans C%([a, b]). Alors pour tout € > 0, et pour tout p, g € N assez grands,
ona

Vx € [a,b], |uP(x)—ul(x)| < e.

Donc pour tout x € [a,b], (u"(x))yen est de Cauchy donc converge dans
R complet vers une limite notée u(x). Soit alors 6 > 0, et (x,y) € [a, b]*.
On a par inégalité triangulaire

|u(x) = u(y)] < Ju(x) —u" ()] + [u" (x) = u" ()] + [u"(y) - u(y)l

Donc en choisissant 71 assez grand et @ = |x — y| assez petit on obtient
bien |u(x) — u(y)| < 6 qui assure la continuité de u. O

1.1.2 Quelques rappels de calcul différentiel

On rappelle la définition de la différentielle d"une application f : V —
U, o1t V et U sont des espaces vectoriels normés.

Définition 1.1.1 (Différentielle) Soient (V, ||||v) et (U, ||||2) deux
espaces vectoriels normés, B un ouvert de (V, ||||v) ,v € Bet f : B — U.
On dit que 'application f est différentiable en v € B s’il existe L €
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s N

L(V,U) telle que

Vw eV, |lf(v+w)-f@)-Lw)llu=o(wly). (L1

Proposition 1.1.2 Supposons que f est différentiable en v € B. Alors
L € Z(V,U) donnée par (1.1) est unique. Elle est appelée différentielle de
f en v et est notée Df (v). Pour w € V, on notera L(w) = Df (v)(w).

L J

Démonstration. Soient L1, L, € Z(V,U) vérifiant la relation (1.1). Soit
e > 0.Pouri € {1,2}, il existe §; > 0 tel que

VweV, |lwllv<é = |Ife+w)=f(v)=-Li(w)ly < ellwlly.

Pour tout w € V tel que ||w||y < min {01, 02}, ona

(L1 = L) (w)llqy < [If (v +w) = f(0) = Li(w)ll¢
+If(0+w) = f(0) - La(w)llqy < 2¢|wlly.

Par la linéarité de L1 — Ly, on obtient ||L1 — La|| ¢y q4) < 2¢€. Ainsie — 0,
implique Ly = L,. O

A noter que lorsque f : 'V — R, on dit que f est une fonctionnelle sur
V. Dans ce cas, Df (v) est une forme linéaire, donc un élément du dual
de V, noté V' = L(V, R). On peut alors noter, en utilisant un crochet
de dualité ©,

(Df(v), w)vr, v = Df (v)(w),

cette notation ayant ’avantage de souligner la dépendance linéaire de
Df (v) par rapport & w.

On rappelle maintenant quelques résultats classiques, dont les preuves
élémentaires sont laissées au lecteur.

Proposition 1.1.3 Si f est différentiable en v € V, alors elle admet une
dérivée dans la direction w € V

L fo+ew) - f0)

e—0 &

= Df (0)(w),

pour tout w € V. La réciproque est fausse’ .

J

Theoréme 1.1.4 (Théoréme de composition des différentielles) Soient
(V, M), (U, ) et (W, ||llw) des espaces vectoriels normés. Soient
f:V > Uetg: U — W.Sif estdifférentiable en v et g est
différentiable en f(v), alors g o f est différentiable en u et

D(g o f)(v) = Dg(f(v)) o Df(v).

. J

Enfin, puisque nous cherchons a caractériser des extrema, nous en pro-
fitons pour rappeler un résultat classique sur les conditions d’optimalité
lorsqu’on cherche un extrema dans un espace non contraint.

5: I’ensemble des applications linéaires
continues de I'espace normé V dans I'es-
pace normé U

6: parfois appelé aussi un produit de
dualité par opposition au produit sca-
laire

7: Pensez a f(x,y) = % si(x,y) #
(0,0) et 0si(x,y) = (0,0) qui admet une
dérivée dans toutes les directions sans
étre continue en (0, 0)
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8: Dans les calculs de différentielle, on
pourra préférer utiliser la dérivée au sens
de Gateaux

9: énoncé par Friedrich Ludwig Steg-
mann en 1854 et justifié succinctement;
Joseph-Louis Lagrange I'avait tenu pour
allant de soi. Démontré par Eduard
Heine en 1870 et Paul David Gustave
du Bois-Reymond en 1879 pour des fonc-
tions régulieres. Ce résultat sera étendu
dans les chapitres suivants a des fonc-
tions beaucoup moins réguliére, et la
preuve sera plus délicate. Ce seront ces
versions étendues qui nous seront fina-
lement les plus utiles dans ce cours et
ce lemme aura surtout une valeur histo-
rique.

Proposition 1.1.5 (Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre)
Soient (V, ||||lv), un espace vectoriel normé réel et f : V — R une
application continue différentiable. Soit u un minimum local de f, alors

Yw eV, Df(u)(w)=0.

1.1.3 Condition nécessaire d’optimalité

Il est facile de montrer que 7 est différentiable®. Ici, on obtient pour
toutv € V,

L
(D7 (u), wyyr v = / [Ku’(x)w’(x) - ng(x)] dx,
0
et on vérifie bien par simple majoration

|7 +w) = 7 (1) = (DF (), W] = Owl g 1)

Si u est le minimum on a (D7 (u), w)q» = 0, pour tout w € V, qui
se réécrit
L L
Yw eV, / xu'(x)w’(x) dx = / ogw(x)dx. (1.2)
0 0
Nous appellerons ce type de relation la caractérisation du minimum
sous forme variationnelle, car nous avons calculé des variations de la

fonctionnelle autour du minimum u. Ces variations incrémentales w sont
appelées fonctions tests.

Supposons désormais que u € C%(]0, L[), alors nous pouvons aller un
cran plus loin dans la caractérisation en intégrant par parties sachant que
w(0) = w(1) = 0, on obtient

L
/0 [—Ku”(x)w(x) - ggw(x)] dx =0. (1.3)

9

Pour conclure ici, nous utilisons ici le lemme” suivant.

s N

Lemme 1.1.6 (Lemme de Du Bois-Reymond) Soit € un ouvert de R4
Soit f une fonction continue dans C. Si pour toute fonction ¢ de C*(Q) a
support compact dans 3, on a

/ FR(x) dQ = 0,
Q

alors la fonction f est nulle dans Q.

Démonstration. Supposons qu'il existe un point xo € Q tel que f (xo) # 0.
Sans perte de généralité, on peut supposer que f (xo) > 0 (sinon on
prend —f ). Par continuité, il existe un petit voisinage ouvert w C Q de
xo tel que f(x) > 0 pour tout x € w. Soit alors une fonction test positive,
non nulle, ¢ a support inclus dans w. On a
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0= /Q £ dQ = / F()6(x) dQ > 0,

ce qui est absurde. Donc f(x) = 0 pour tout x € Q. O

On déduit du lemme 1.1.6 les équations dites d'Euler-Lagrange'® de la
forme
—xu”(x) —0g =0,

ce qui donne en prenant en compte les conditions aux limites

14 j—
-xu”(x) =g, x€]0,L[, (1.4)
u(0) = u(L) = 0.
On appelle ce systéeme un probléme aux limites, car a la différence d’une
équation différentielle, nous avons une condition aux deux bouts du seg-
ment [0, L]. En fait, dans ce premier exemple élémentaire, on remarquera
que cette équation est celle d'une parabole si g et k sont constants. Dans
le cas général, il va nous falloir développer une théorie adaptée pour
l'existence de solutions de ce type de probléeme aux limites.

Ici, quelques remarques s'imposent. Tout d’abord, nous avons travaillé
par conditions nécessaires pour obtenir la forme variationnelle des
équations d’Euler-Lagrange.et il a fallu choisir I'espace V. Puis ensuite,
nous avons dii supposer une régularité supplémentaire pour obtenir
la forme forte. La question fondamentale sera dans ce cours de voir
comment définir un cadre parfaitement rigoureux nous permettant de
justifier ce passage entre la formulation variationnelle et la forme forte
de I’équation d’Euler-Lagrange.

De plus, nous pouvons déja murir I'intuition que choisir 1’espace V
répond par ailleurs a deux injonctions éventuellement contradictoires.
Tout d’abord, nous avons contraint V' a ne contenir que des fonctions
suffisamment réguliéres. Ainsi, V doit étre relativement petit. Mais par
ailleurs, il faut tout de méme que le minimum de la fonctionnelle tombe
dans cet espace et, pour obtenir I'équation d"Euler-Lagrange, il nous faut
vérifier (1.3) pour toute variation w dans un ensemble assez grand. Donc,
V devra étre relativement grand. Par ailleurs, nous pouvons aussi voir
que 'espace C!, n’est peut-étre pas le plus grand espace possible. En
effet, on verra qu’on peut définir la fonctionnelle sur un espace tel que
la fonction et sa dérivée sont définies presque partout pourvu qu’elles
soient L2, puis en obtenir la formulation variationnelle ...

Remarque 1.1.1 () Historiquement, ’exemple emblématique du calcul
des variations est le cas d"une chaine inélastique toujours accrochée
entre deux points. . Cependant il est plus complexe que le probléeme
précédent car il n’y a plus d’énergie élastique et la minimisation du
potentiel gravitationnel

I
F)=- /0 080(x)V1 +v’(x)* dx,

s’effectue sous la contrainte que la longueur de la chainette reste

\ J

10: voir plus loin le complément histo-
rique au paragraphe 1.5

Ficure 1.1 — Casa Mil4, Barcelone, Es-
pagne. Arcs en chainette d’Antonio
Gaudi, que celui-ci imagine en obser-
vant dans un miroir des chainettes sus-

pendues, Author : Matthias Ott, Source :
https :/ /commons.wikimedia.org/

11: il est considéré dés 1638 par Galilée
et donnant lieu a de nombreux exemples
en architecture, voir la figure 1.1
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constante :

L
E(v) = / 1+ v/(x)?2dx — Lot = 0.
0

Dans le cas d’une minimisation sous contraintes d’égalité sous les
conditions rappelées en annexe, la condition d’optimalité implique
que les deux différentielles sont liées. Il existe donc p € R, appelé
multiplicateur de Lagrange, telle qu’a 'optimum

D7 (u) = pDE(u).

Cette condition est équivalente a chercher la condition d’optimalité
d’une fonctionnelle modifiée

L L
Z(v,q) = _/0' 080(x)V1 + v'(x)?dx+g (/0 V1 +0/(x)2 dx — Liot |

12: on notera que le lagrangien est ici La fonctionnelle # est aussi appelée le lagrangien'? du probléme.
une fonctionnelle dépendant de la fonc- Annuler la différentielle de & par rapport a g redonne la contrainte.

ti : t du multiplicat S : .
fons 0 : x 1= o(x) et du multiplicateur Puisqu’ici 4 € R, on obtient en effet en calculant simplement une
de Lagrange q € R ici car nous avons

une contrainte scalaire. Précédemment dérivée partielle
la fonction de Lagrange était une fonc-
tion dépendant de quantité scalaire v(x)

L
et q(x) ;< (u,p)=0= ‘/0 1+ u/(x)2dx = L.

Annuler la différentielle de Z par rapport a v fournit les équa-
tions d’Euler-Lagrange associées a la recherche du minimum sous-
contrainte

——_ W) uw”(x)(u(x) = %)
S Vitw(x)? (1+w(x)?):

ce qui donne finalement

” p _ ’
u (x)(u(x) - &) =1+u'(x)%.

On peut reconnaitre ici les dérivées d"un cosinus hyperbolique, soit

X

u(x) = acosh(%b) + 4

08
Les conditions aux limites ainsi que la contrainte de longueur fixent
les constantes (a, b) et p.

1.2 Probleme modele en dimension supérieure

1.2.1 Un exemple en dimension 2 d’espace

Supposons désormais non pas une chainette mais une membrane
élastique tendue soumise a la gravité. Dans le cas de petites déformations,
on cherchera 1 : Q — R qui minimise'®, pour x > 0,

70)= [ | 5190098 - ego00] a0

—u(x, y)

Ficure 1.2 — Membrane élastique.

13: On appelle parfois ce type d’énergie
minimisée, énergie de Dirichlet, du nom
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Cette minimisation doit s’effectuer sur un espace V tel que la fonction-
nelle est définie. Un premier choix naturel est donc V c C!(Q).

De plus si on veut prendre en compte le fait que 'on connait u sur le
bord I' = dQ2, on doit pouvoir considérer

ue(VrW{vlva:ur}.

dont la régularité devra étre compatible avec celle de la donnée ur. Un
premier choix peut-étre V c C°(Q) a supposer que ur € C(I'), une
fonction continue en tant que fonction du bord!4.

1.2.2 Notion de domaine en dimension supérieure

Nous venons donc de considérer des problémes dans un domaine
Q ouvert de R?, en général borné, de frontiere notée JQ = Q \ Q
qui est supposée suffisamment réguliere. Profitons en pour préciser
mathématiquement cette notion.

I \

Définition 1.2.1 Un ouvert Q de R a une frontiére dQ localement
lipchitzienne (on dira dans la suite suffisamment réguliere) si en tout point
X* de dQ), il existe

— un repeére orthonormé local et un systéme de coordonnées locales
(x, xa) € R X R avec x* = (>_<’|*|,x;);

— un ouvert O de R~ contenant )_(l*l et I un ouvert de R contenant x7, ;

— une application lipchitzienne® f de O dans I ;

tels qu'il existe un voisinage V(x*) de X",

QNV) ={(x, xp) €OxI, x> f(x)}
Dans ce cas, la normale unitaire extérieure est définie presque partout'® dans
le systéme de coordonnées locales

1

N

On dira que la frontiére est de classe C* pour k > 0 si en tout point x* la
fonction f associée est de classe CK.

. J

ppxX = (X, F() €99, n(x) = (Y £, D).

En d’autres termes, on peut cartographier la frontiére localement par
une application lipchitzienne. On appelle systeme de cartes locales de la
frontiére, toutes les données associées aux points x* de la frontiére (le
systéme de coordonnées, les ouverts et la fonction lipchitzienne). Si la
frontiére est bornée, seul un nombre fini de cartes locales est nécessaire
pour définir un atlas de la frontiére. On représente Figure 1.4 un certain
nombre de domaines vérifiant cette propriété. Un exemple important est
celui des polygones convexes ou non. Notons que leurs frontiéres sont
liptchitziennes (donc de classe C°) mais pas de classe C.

Cette hypothése de régularité de la frontiére exclut de fait les domaines
qui ne sont pas d'un seul coté de la frontiere ou dont une des cartes

locales est associée a une fonction non lipchitzienne (voir Figure 1.5).

14: nous voyons combien modélisation
et régularité des fonctions considérées
sont intimement liées. Relaxer les choix
introduit ici a titre introductif sera 1'ob-
jectif du cours.

15: Soient X et Y deux espaces normés,
f : X — Y est dite lipchitzienne ssi

>0, Vx,x € X, (f(x)-f()lly <nllx—x"lIx.

16: Comme f est lipchitzienne alors elle
est dérivable presque partout : c’est le
théoréme de Rademacher.

FiGure 1.3 - Cartographie de la frontiere.
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Ficure 1.4 — Exemples de domaines a
frontiére localement lipchitzienne.

FiGure 1.5 - Exemples de domaines dont
la frontiére n’est pas localement lipchit-
zienne.

17: Cette formule peut étre étendue au
cas o1 Q) n'est pas borné a condition
que la fonction w soit & support compact.
Elle peut également étre étendue a des
domaines Q) plus généraux [1] mais cela
dépasse le cadre de ce cours.

QR

FiGure 1.6 - Un domaine () et la normale
unitaire extérieure associée a un point
du bord.

L'analyse des équations aux dérivées partielles (EDPs) posées dans ce
type de domaines dépasse le cadre de ce cours.

1.2.3 Formules de Green pour les fonctions réguliéres

Afin d’obtenir les conditions d’optimalité en calcul des variations
en dimension supérieure a 1, nous devons introduire la formule de
Stokes. Cette formule jouent un réle essentiel dans ce cours d’analyse
variationnelle et plus généralement en analyse des EDPs.

C’est une généralisation en dimension d > 1 dela formule d'intégration
pour des fonctions réelles : soita, b € R

b
Vf € C'(Ja, b) N C([a, b]), / F(x) dx = f(b) - f(@).  (15)

Nous le présentons tout d’abord dans le cadre de fonctions régulieres
mais un des enjeux de ce cours sera ensuite de 1’étendre a des espaces de
fonctions moins régulieres.

e \

Theoréme 1.2.1 (Théoreme de Stokes) Soit Q) un ouvert borné de R de
frontiere suffisamment réquliere et w € C1(Q) N C%(Q) alors pour tout

i€[1,d]
dw
— dQ = wn; dI,
09X 2Q
ou n; est la i—éme composante de la normale unitaire n a Q) dirigée vers
Uextérieur.

Notons que pour d = 1, cette formule n’est rien d’autre que (1.5)
puisque pour Q =]a,b[,dQ = {a} U{b}, n =-lenaetn =1lenb.

Démonstration. Pour simplifier la preuve, nous proposons de considérer
lecas d = 2,1 = 2 et un domaine ) défini a partir de a < b deux réels et
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deux fonctions g_, g+ de classe Ccl:
Q={(x1,x) € R?, a<x < b, g-(x1) < x2 < g+(x1)}.

Dans le cas général, il faut utiliser une partition de 'unité de Q, des
cartes locales afin de se ramener a un calcul similaire (mais dans R?) a
celui présenté ici. Pour une démonstration compléte, nous renvoyons le
lecteur a [4] (une référence parmi d’autres).

Dans ce cas, on a

g+(X1)
— dQ = / / — dxq dx 1.6
Q 83(?2 Xo=g-(x1) ax2 ! 2 ( )

- / (w1, g () - wlxs, g () drr.  (17)

Nous cherchons maintenant a expliciter 1'intégrale surfacique de wn,
qui apparait a droite de 1’égalité recherchée. L'intégrale sur le bord
de wn, est la somme de ses intégrales sur les bouts du bord définis

par Iy = {(x1,x2) € dQ, x1 = a}, T == {(x1,x2) € dQ, x1 = b},

Iy = {(x1,x2) €9Q, x2 = g+(x1) }:

/ wny dl":/wnz dF+/ wny dF+/wn2 dF+/ wny dI.
Ple) T, T Ty T,

Sur les bords I', et I'y, la normale 1 est dans la direction e; donc n1; = 0.

Les intégrales de wn, sur I'; et I'; sont donc nulles. En utilisant la
paramétrisation de I'_, on a par définition pour toute fonction F définie
sur I'_

b
[ Ear= [ Fe g i g R an,
I a
Toujours en utilisant cette paramétrisation, on montre que la normale

n au point (x1, g-(x1)) est donnée par (g’ (x1), —1)/+/1 + (g”.(x1))?. Ceci
nous donne que

b
/ wny dT = / (wn)(x1, g (11)) 1 + (82 ()2 dxy

I
b
= —/ w(x1, g—(x1)) dxq.

Pourl'intégrale surI',, les calculs sont similaires a ceci prés que lanormale
n au point (x1, g+(x1)) est donnée par (g% (x1),1)/4/1 + (g4 (x1))?. Ainsi,

b
/ wny dT :/ w(x1, g+(x1)) dx;.
;s a

On a donc

b b
/30 wny dT =/a w(x1, g+(x1)) dx; —/a w(x1, g—(x1)) dx1.

En utilisant (1.7), nous avons bien prouvé le théoréme. O

La formule de Stokes permet de déduire assez facilement un certain

X2
n
T, g+(x1)
r Q
a rb
a b X1

Ficure 1.7 — Le domaine Q pour lequel
la preuve du théoréme 1.2.1 est réalisée.
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nombre d’autres formules dites formules de Green. Tout d’abord la for-
mule de Stokes vectorielle qui se démontre grace au théoréme 1.2.1 en
raisonnant composante par composante.

's A

Corollaire 1.2.2 [Théoréme de la divergence] Soit ) un ouvert borné de R4
de frontiére suffisamment réguliere et W € [C'(Q)]? N [CY(Q)]? alors

[v-waa- [ wonar,
Q 0Q

18: On rappelle que la divergence du otl n est la normale unitaire a Q dirigée vers I'extérieur.8

champ de vecteur W est donnée par V - L J
d 8V_V'i . PR N 1

W= ; o De plus, en appliquant le théoréeme 1.2.1a w = uv avecu,v € C'(Q) N

Co(ﬁ), on obtient pour tout i € [1,d]

J

De la méme facon, en appliquant le corollaire 1.2.2 a W = Uv avec
U e [CHQ) N [CYQ)), v € C(Q) N C°Q), on obtient

8_9q 8xl-

ou v+ua—v] dQ:/ won; dr. (1.8)
0Q

/[vy-L_I+L_1~yv] dQ=/ U-no dr. (1.9)
Q 2Q

Il est facile de déduire en particulier les formules de Green faisant
apparaitre des dérivées d’ordre 2. En effet, en appliquant le théoréme 1.2.1
aw = dyuvavecu € CH(Q) NCY(Q), v e C(Q) NCY(Q), on obtient
pour tout 7 € [1,d]

/ dQ:/ LU
Q 90 OXi

On montre de la méme fagon, a partir du corollaire 1.2.2 par exemple
cette formule de Green qui sera beaucoup utilisée pendant ce cours.

i, on 00
ox?  OJxi Jx;

( \

Corollaire 1.2.3 Soit Q) un ouvert borné de R de frontiére suffisamment
réguliere et u € C3(Q) N CY(Q), v € CHQ) N CY(Q) alors

/[Auv+Yu-Yv] dQ:/ Vu-no drl,
Q oQ

19

19: On rappelle que le laplacien d’une ou n est la normale unitaire a () dirigée vers I'extérieur.
fonction u est donné par \ J

u;

d
Au:=V ~(Yu):zﬁ.
i=1 i
1.2.4 Des formules de Green aux équations d’Euler

Lagrange

Nous disposons désormais de tous les outils pour les obtenir une
condition nécessaire a notre probléme de minimisation. On commence
par calculer

070,y = [ [xVuty)- Vot - o] a0,
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pour toute variation w € V de I’élévation u. Comme v = u + w reste
une élévation possible nous avons v = ur sur I' donc w = 0 sur I'. Ainsi
pour u = argmin, 4, 7 (), la condition d’optimalité donne la formulation
variationnelle

Vo € W, / <V ut) Yt - ogwm| a0 =0. @)
Q

ou
(Vo=(Vﬂ{U|U|QQ=O}.

La formulation précédente conduit & la définition d’un probléme mis
sous une forme variationnelle.

Définition 1.2.2 (Probleme sous forme variationnelle) Soit V un espace
vectoriel, a : V XV — R une forme bilinéaire et { : V — R une forme
linéaire. On appelle probléme variationnel, le fait de chercher u € V tel que

YoeV, a(u,v)=1Lv) (1.11)

Ainsi dans notre cas, puisque w = 0 sur dQJ, en appliquant la formule
(19)alU =«xVuetv=uw,ontrouve

D7), w0y = [ [0 - (T () - gl 0.

Supposons k constant pour simplifier et rappelons que

alors la formulation forte des équations d’Euler-Lagrange est ici

—kAu(x) =08, x€Q,
u(x) = ur(x), x eT.

C’est une équation aux dérivées partielles (EDP) elliptique au sens de la
définition suivante.

Définition 1.2.3 (EDP elliptique) Une équation aux dérivées partielles
linéaire du second ordre, dont la forme générale est donnée par :

n

*u L u J
DI ol Z b5~ +clu = f(x), xeQcR

i,j=1 i

est dite elliptique en un point donné x de l'ouvert CQ si le tenseur symétrique
a(x) = (aij), <ij<n des coefficients du second ordre admet des valeurs propres
non nulles et de méme signe.

11
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20: Siméon Denis Poisson (1871-1840) est
un mathématicien, géometre et physi-
cien frangais. Ancien éléve de 1'Ecole po-
lytechnique (1798) il succéde a Joseph
Fourier en 1806 en tant que professeur

1.3 Autres exemples de problémes variationnels

1.3.1 Un probléme électrostatique

Il existe de nombreux autres phénomenes physiques dont les équations
s’obtiennent par le calcul des variations. C’est notamment le cas pour
l'équation du potentiel électrostatique ¢ : R® 3 x > ¢(x) € R créé
par une distribution de charge g : R® 3 x  g(x) € R. Le principe
variationnel implique ici de minimiser la différence entre 1’énergie du
champ

g =2 [ EMIdQ,
2 Jps — "
et I’énergie potentielle électrostatique de la distribution de charge o(x)
donnée par

5= [ et do,

De plus, le champ électrostatique s’exprime a partir du potentiel par
E = -V ¢ donc la fonctionnelle a minimiser est

6 = argmin{ 7() = [ [219309P - o] aa).

peV

C’est un exemple typique de probléme de minimisation posé dans
un espace non-borné, ici Q = R3. Nous supposerons que les charges
sont distribuées dans un sous-espace borné et il faudra que 'espace V
contienne des fonctions a décroissance suffisamment rapide pour que la
fonctionnelle soit bien définie. En considérant des accroissement de la
fonctionnelle pour des fonctions réguliéres a support-compact C(R?),
le théoreme de la divergence nous permet alors de retrouver 1'équation
de Poisson 2° dans tout l’espace

o)
-Ap(x) = —=, xeR>
X € X
A noter que dans ce cours, nous nous limiterons sauf exception a des
configurations en domaine borné.

1.3.2 Calcul des variations en traitement de signal

Enfin le calcul des variations n’apparait pas que dans les systemes
physiques que nous observons, la nature n’étant pas la seule a vouloir
définir une solution par un principe d’optimalité.

Supposons par exemple que nous ayons une image bruitée représentée
par ses niveaux de gris Q 3 x — 1y(x) et que nous souhaitions la
débruiter. Une stratégie possible est de minimiser la fonctionnelle

j(v)z1/|v—u0|2dQ+1/a(x)|Vz}|2dQ,
2 Ja 2Jo 77

oitle premier terme dit d’attache aux données indique que nous cherchons u
aussi proche de ug que possible et le deuxiéme terme dit de régularisation
indique que nous voulons pénaliser les grandes variations de v que nous
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associons au bruit présent dans ug. Le champ scalaire Q 3 x — a(x) € R
permet éventuellement d’amplifier la régularisation dans certaines zones
de I'image.

De nouveau, il faut définir un espace V dans lequel minimiser cette

fonctionnelle si on veut a minima donner un sens a chacun des termes.

Formellement pour l'instant, les équations d’Euler-Lagrange associées a
la minimisation de _#, donnent la formulation forte suivante

u—uy-V - (a(x)Vu)=0,
n
on

a=10 ) a=20 a:SO

Nous pouvons méme en toute généralité remplacer le champ scalaire
a par un champ de tenseurs « : Q 3 x € k(x) € 72(R) qu’on identifiera
aux applications linéaires .L(i%z, R?) ou -estle produit de contraction
qu’on assimilera au produit scalaire. Un tel champ de tenseurs permet
introduire une régularisation anisotrope. La fonctionnelle devient alors

f(u):1/|u—u0|2dQ+E/Vu-g(x)‘VudQ.

Une difficulté dans la régularisation d’image est donc que les contours
del'image sont aussi des zones de fort gradient et donc une régularisation
en norme L? du gradient a tendance a filtrer le contour en méme temps
que le bruit. Une idée est alors d’ajuster le tenseur de régularisation
spatialement en fonction du gradient de u, on parle alors de diffusion de
Perona-Malik avec par exemple

_ 2
M0 o () = 1 __
T+ 1Y 4l

ax) =

L'équation d’Euler-Lagrange devient alors non linéaire. On peut dans ce
cas, essayer de remplacer la non-linéarité par une stratégie itérative, par
exemple?! en résolvant sur quelques itérations la suite (1 )i de solutions

Ficure 1.8 - Image reconstruite
pour différents parametres de régu-
larisation «@. Reproduction autorisée
par A. Chambolle. Source : interac-
tions19.sciencesconf.org

21: de nombreux autres schémas sont
possibles et la question de leur conver-
gence doit étre étudiée dans chaque cas
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Ficure 1.9 — Régularisation de type
variation totale qui préserve mieux
les contours. Reproduction autorisée
par A. Chambolle. Source : interac-
tions19.sciencesconf.org

des problémes

_ 2
U — Upg — Y . (e /\llyuk—l“LZ(Q)y uk) = O, dans Q/ k > 1,
d
Tk _ 0, sur 0Q.
on

Une autre régularisation trés efficace et qui préserve mieux les contours
de l'image : c’est la régularisation dite par variation totale, voir par
exemple [7] pour des discrétisations par la méthode des éléments finis
avec

f(u)=%/Qlu—uolde+%/Qa(>_<)IYuldQ-

Dans ce cas, on montre que l’équation d’Euler-Lagrange associée est

u—ug—V - (a(g)lg—zl) =0, surQ
a_u =0, sur dQ
on

qui est, elle aussi, non linéaire.

1.3.3 Equations des poutres et plaques en flexion

Présentons encore deux modeles issus de la mécanique avec les énergies
de poutre et de plaque. Dans le premier cas, I’énergie de déformation
d’une poutre en flexion est proportionnelle, dans la limite des petits
déplacements, a sa courbure. On a donc une énergie mécanique du

type
L
&(v) :/ v”(x)* dx,
0

qui peut étre combinée a une énergie potentielle pour donner la fonction-
nelle

F(0) = /O L[w"(x)Z - fo(9)| dx.

Les formes fortes des équations d’Euler-Lagrange donnent dans ce cas
(voir aussi le paragraphe ??)

u®(x) = f, x¢€]0,L[.
pour typiquement des conditions aux limites
u(0)=u(l)=0 et u'(0)=u'(L)=0,
caractérisant ’encastrement aux bords.

En dimension 2, cette fois c’est le laplacien qui intervient dans I'énergie
de courbure pour donner

K
70 = [ |5au? - fuy] ac
qui donnera cette fois-ci une équation sur le bilaplacien

kAU = f,


https://interactions19.sciencesconf.org/data/pages/Caillaud.pdf
https://interactions19.sciencesconf.org/data/pages/Caillaud.pdf
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complétée par des conditions aux limites sur la fonction et sa dérivée
normale, par exemple

0
et —u=0.

u(x)=0 e

1.4 Des lois de conservations aux solutions a
I'équilibre

1.4.1 Lois des conservations et lois de comportements

Nous venons de voir un certain nombre de problemes physiques
formulés par minimisation d’une fonctionnelle. Un autre point de vue
est possible a partir de la notion de loi de conservation. On considére
une grandeur extensive?? ¢ : Q X R 3 (x,t) > ¢(x,t) € R entrainée
par un flux j et comportant un terme de production volumique s. La loi
de conservation de ¢ exprime alors que la variation interne de ¢ sur tout
sous-domaine suffisamment régulier w est la somme des contributions
induites par le terme source s sur ce sous-domaine et des quantités
entrantes par le bord dw du sous-domaine a la vitesse v, soit

I .
—dQ:/sdQ—/]-gdr,
a)gt 1) dw ~

ot on rappelle que le vecteur normal unitaire n est orienté par convention
vers l'extérieur de w. En appliquant le théoreme de la divergence, on
obtient alors la formulation

/ﬁ)[i—?+§-i]dQ=LsdQ.

Comme cette relation est vraie pour tout @ € () alorslaloi de conservation
s’écrit sous la forme forte suivante

9¢

§+Y-Z=s, Vx € Q.

(112)
De nombreux problémes physiques se présentent sous cette forme. Reste
ensuite a définir la quantité extensive ¢. Par exemple, pour une densité
volumique de charge, on a ¢ = g. Pour un bilan de masse, on définira
¢ = pc ol ¢ est une concentration et ¢ une densité. Pour la chaleur, on
aura par exemple a pression constante ¢ = gc,T.

Cette loi de conservation doit ensuite étre étendue en caractérisant le
flux par une loi dite de comportement®®. Voici trois exemples embléma-
tiques de couples (1, j,) :

— loi d’'Ohm j = —yE ot E est le champ électrique,

— loi de Fick j = —xV e,

— loi de Fourier j = -kVT,

ot Q 3 x — x(x) € ST'(R) est un champ de tenseurs d’ordre 2 sy-
métriques définis positifs (voir aussi la remarque 1.4.1). Ainsi le signe
— traduit le fait que le flux s'oppose au gradient de la quantité pour
équilibrer I'occupation spatiale.

22: une grandeur est extensive lorsque
la somme des valeurs de cette grandeur
pour deux systemes disjoints est égale a
la valeur de la grandeur pour la réunion
des systemes

23: Si la loi de conservation traduit
un concept qu'on pourrait considérer
comme universel en physique, la loi de
comportement, elle, sera heuristique et
traduira notre modélisation du systéme
sous-jacent. Cette modélisation pourra
cependant étre contrainte par un prin-
cipe physique tel que le second principe
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Remarque 1.4.1 (Second Principe) Pour la loi de Fourier, le second
principe indique typiquement que si

V.ij
_ oot o L]
‘35‘/w T ot 9907 / T 4

est la variation d’entropie lors d"une transformation (a pression
constante) et

j-n
5S, = — awTdF,

est I’entropie échangée par conduction avec l'extérieur, alors on doit
nécessairement avoir

o<5s-5se:/[y-(%)—?]dgz—/jffd@.

La loi de Fourier est la loi phénoménologique la plus simple qui réalise
cette condition.

\ J

A une renormalisation pres, les lois de conservation couplées aux lois
de comportement vont donc se mettre sous la forme un peu générique

du

0o; -V (x-Vu)=f, dansQ. (1.13)

De plus, au bord du domaine, les interactions avec l'extérieur impliquent
de nouveau le flux normal j - n sous la forme de I’existence d'un terme
source frontiére g tel que

(k-Vu)-n=g, xe€dQ. (114)

On appelle cette condition une condition de Neumann par opposition a une
condition de Dirichlet olt on imposerait la valeur de la solution au bord.

Les termes sources f et ¢ peuvent étre imposés, mais ils peuvent tout
autant modéliser un comportement du systéme. Par exemple f(u) =
—au + fp modélisera typiquement le cas d’un systéme réactif ot une
proportion du réactif devient actif ou inerte. De nouveau pour respecter le
second principe, si le systéme ne peut que retourner a 1’équilibre on aura
a > 0.La dynamique de u se présente alors sous la forme éventuellement
plus générale

Ju

0%5; -V .-(k-Vu)+au=f, dansQ. (1.15)

Les mémes enjeux de modélisation prévalent au bord du domaine. On
peut imaginer que ¢ imposé est typiquement ce qu'on attend d'un
radiateur. Pour un climatiseur, on définira g(u) = —B(u — 1) car le flux
de chaleur est alors proportionnel a I’écart de température. La condition
au bord devient alors

(k-Vu) - n+pu—-u)=g, surdQ, (1.16)

Cette condition de proportionnalité entre le flux et la valeur de la fonction
est appelée une condition de Robin ou une condition de Fourier. C’est un
cas intermédiaire entre une condition de Neumann et une condition de
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Dirichlet.

1.4.2 Problémes stationnaires et principe variationnel

Si u ne dépend pas du temps t, on dit qu’on a atteint un état stationnaire
qui peut étre interprété comme la limite asymptotique®* quand t — oo
du probléme en temps. On obtient

-V - (kVu)+au=f, dansQ,

(k-Vu)-n+pu—-u)=0 surdQ. (117)

Et cet équilibre correspond a un principe variationnel au sens o1, la
solution a I'équilibre minimise

7@)=3 [Yo-x-vodo

1 1
+—/avde+—/ ﬁvzdl‘—/fde+/ Buov dQ. (1.18)
2 Ja 2 Jao 0 P

1.4.3 Les problémes modéles de ce cours

Dans ce cours nous allons donc étudier principalement des équations
aux dérivées partielles de la forme de

-V - (xVu)+au=f, dansQ, (1.19)

oil le terme source f, les fonctions x et @ > 0 (qui modélisent des
propriétés physiques du milieu) sont données. On étudiera souvent le
cas ot kK = K = 1 et on verra que le cas @ = 0 est un peu plus délicat a
traiter que la situation a > 0.

Les conditions aux limites modeles que nous considérons sur tout ou
partie du bord sont de la forme

(Dirichlet) u=gp, surlp,
(Neumann) Vu-n=gn, surly,
(Robin) Vu-n+Au=gr, surlg,

ol les termes sources gp, gn, gr et la fonction A sont donnés. Nous
verrons que pour les équations qui s’écrivent comme (1.19), au moins une
condition aux limites est nécessaire sur tout le bord : E U m U ﬁ =0Q
mais qu'il en faut une seule pour espérer trouver une solutionI'p N I'y =
I'p NTr=Tgr NIy =0.

Ces équations sont souvent, mais pas toujours, associées a un principe
d’optimalité (de moindre action). Etudier ces EDP sera donc intiment
lié a I'étude du probléme de minimisation par exemple (1.18) and le cas
du probléme (1.18), ou aux formulations variationnelles associées aux
conditions d’optimalité du premier d’ordre d’Euler-Lagrange.

Une question centrale de ce cours est de savoir comment on souhaite
que (1.19) et que les conditions aux limites soient vérifiées. En effet pour
I'instant nous avons toujours supposé que les fonctions considérées
étaient suffisamment réguliéres, notamment C? dans le cas de (1.19) ou

24: asymptotique est ici fondamental car
il représente un cas qui n’est jamais exac-
tement vérifié mais pertinent a étudier
en tant que limite.
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C! dans le cas de (1.17). Hélas, rien n’est aussi simple et ceci pour des
raisons que nous pouvons anticiper dés maintenant.

Tout d’abord sur la formulation forte, nous pouvons imaginer que
le la modélisation du terme source (1.19) nécessite que f ne soit pas
CY%(Q). En effet, si on veut prendre en compte le fait que la source est bien
localisée sur un sous domaine, on aurait plus naturellement envie de
choisir f € L?(Q) mais dans ce cas (1.19) ne peut pas avoir de sens pour
u € C%(Q). De deux choses 1'une, soit le modéle n’est pas valide, soit
(1.19) doit étre vérifiée en un sens plus faible. Par exemple la solution, si
elle existe, ne vérifie peut-étre pas toujours ces équations presque partout.
On verra alors que les dérivées ne sont pas toujours a comprendre au
sens classique...

Réciproquement, en prenant le probléme via la minimisation de fonc-
tionnelle, nous avons supposé que la minimum était atteint dans 1’espace
V. Or rien ne 'assure a priori et nous pouvons méme nourrir l'intuition
que ce n’est pas vrai.

Considérons en effet pour simplifier lecaspourk =k =1, a = =1,
up = 0 et tentons de minimiser .# donné par (1.18) sur les fonctions
u € C(Q). Oronavu que

— CY(Q) muni de la norme

10 .
Vi € CH(Q),  |lull = sup [u(x)] + sup [[Vu(x)ll,
xeQ xeQ
est complet, mais cette norme n’est pas nécessairement controlée

par la fonctionnelle
— L'espace C 1(Q) muni du produit scalaire naturel de ce probleme

(u,v)—>/ [uU+Yu-YU] dQ, (1.20)
Q

n’est pas complet (voir notamment [4] et le chapitre suivant).

Une condition nécessaire d’optimalité est
Yo e CHQ), /[Yu -Vo+uv]dQ= /fUdQ.
Q Q

mais la solution u n’est pourtant pas nécessairement C!. L'objectif de
ce cours sera de trouver l'espace de solution adapté. Il sera en fait le
complété de I'espace C! pour la norme (1.20). Un espace dans lesquelles
les fonctions ont une régularité suffisante pour continuer de donner un
sens a (1.19).

1.5 Le calcul des variations d’Euler et Lagrange

Cette partie peut étre sautée lors d’une premiere lecture. Elle apporte
des compléments historiques et tente de mettre en perspective les déve-
loppements du cours, tant sur les cas non linéaires que sur les impasses
rencontrées lorsqu’on utilise des fonctions trop régulieres.
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1.5.1 Le défi de Bernoulli

Ce paragraphe est une mise en perspective historique inspirée notam-
ment de [15] qui rappelle que nous sommes des nains sur des épaules de
géants®>, ces illustres scientifiques qui ont développé le calcul des varia-
tions des le XVIle siecle en passant du calcul & I’abstraction mathématique
jusqu’aux considérations philosophiques.

En 1696, Jean Bernoulli?® lance un défi a son frére Jacques Bernoulli
et au monde scientifique avec le probleme suivant : Deux points A et
B étant donnés dans un plan vertical, déterminer la courbe AMB le long de
laquelle un mobile M, abandonné en A , descend sous I'action de sa propre
pesanteur et parvient a I'autre point B dans le moins de temps possible. 11 ajoute
que si la droite est bien la courbe minimisant la distance, ce n’est pas
celle qui minimise le temps de parcours. Cette question est le point de
départ?” du développement de la théorie du calcul des variations qui va
conduire a réécrire une partie de la physique sous forme de probleme de
minimisation. Mais qui plus est, cette vision va aussi offrir un ensemble
de stratégies permettant la résolution pratique des équations physiques
résultantes.

Mais avant de répondre au défi lancé par Bernoulli, commengons tout
d’abord par un probléme plus simple qui est celui de la minimisation
de la distance entre les points A et B dont nous connaissons déja le
résultat : la ligne droite. Nous paramétrons la courbe s — (x(s), y(s))
recherchée sous la forme x — y = —u(x) avec par convention A = (0, 0)

et B = (L, u(L) = —yg), voir figure 1.10. On cherche donc & minimiser?®
la fonctionnelle
L
u = argmin {j(v) = / 1+ v/(x)? dx} , (1.21)
veV 0

dans un ensemble V de fonctions suffisamment réguliéres pour que
la fonctionnelle soit bien définie, et telles que v(0) = 0 et v(L) = —y3.
Puisque nous devons trouver la ligne droite pour résultat, le minimum
est caractérisé par I'équation

-u”(x) = 0.
La question est donc de savoir pourquoi?

Pour résoudre le probléme posé par Jean Bernoulli, il nous faut mi-
nimiser non pas la distance, mais le temps de parcours. La vitesse du
mobile sur la courbe est ¢ = 4/2¢g|y| d’apres la loi de Galilée avec g la
constante de gravitation et y 'ordonnée de la position du mobile. En
effet, en ’absence de frottement, I'énergie totale du mobile se conserve?’.

On a donc .
Emc2 +mgy = 0.

Le temps de parcours T est donc

S
T=/ Lds,
o c(s)

pour un mobile se déplagant sur la courbe s — (x(s), y(s)). Si comme
précédemment nous cherchons la courbe sous la forme x — y = —u(x)

25: L'expression (en latin : Nanos gigan-
tum umeris insidentes) est attribuée a Ber-
nard de Chartres, Xlle siecle, pour sou-
ligner I'importance de s’appuyer sur les
travaux des grands penseurs du passé
(les « géants »). Elle ftit également utili-
sée par Blaise Pascal (1623-1662) et Isaac
Newton (1643-1727).

26: Jean (Johann) Bernoulli (1667-1748),
est un mathématicien et physicien suisse,
frere de Jacques (Jacob) Bernoulli (celui
de la loi de Bernoulli en probabilité) et le
pére de Daniel (principe de Bernoulli en
mécanique des fluides), Nicolas et Jean.

27: 5 personnes vont présenter des solu-
tions parmi lesquelles Jean lui-méme et
son frére Jacques, mais aussi Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), pére du cal-
cul infinitésimal, et une personne ano-
nyme qui se révélera étre Isaac Newton.

28: toujours en utilisant le fait qu'un
élément de longueur infinitésimal est

6s =1+ u/(x)26x

29: la conservation de l’énergie est
d’ailleurs aussi un principe variationnel
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30: Joseph Louis de Lagrange, né Giu-
seppe Luigi Lagrangia (1736-1813) fut
professeur a 'Ecole polytechnique a par-
tir de 1794

la fonctionnelle s’écrit cette fois

4 = argmin {j(v) / V1+ vf(x)z' }
veV v(x

(1.22)

toujours dans un ensemble V de fonctions suffisamment réguliéres pour
que la fonctionnelle soit bien définie et telles que v(0) = Oetv(L) = —

1.5.2 Les équations d’Euler-Lagrange

Un demi-siécle apres le défi lancé par Bernoulli, Euler propose de
reformuler dans [13] les deux problemes précédents dans un cadre plus
général ot1 on souhaite minimiser des fonctionnelles de la forme

L
F) = '/0 L(x,v(x),0'(x)) dx, (1.23)

ot L:RXxRXR 3 (x,v,q) — L(x,v,q) est une fonction réguliére
appelée fonction de Lagrange ou lagrangien. Dans le cas de la minimisation
de la distance, nous avions

L(x,v,q9) =/1+42,

alors que dans le cas du temps minimal nous avons

VTP

0]

L(x,v,q) =

On peut démontrer que ces fonctionnelles admettent des minimiseurs, ce
que nous supposerons pour 'instant dans le cadre de cette introduction.
Par ailleurs, ces deux lagrangiens sont strictement convexes par rapport a
leur variable g, ce qui assure que le minimiseurs locaux sont globaux.

Comme nous 'avons vu précédemment, la minimisation d’une telle
fonctionnelle sur un espace V fait appel au calcul des variations histo-
riquement imaginé par Joseph Louis de Lagrange®’. Supposons que 7
admette une courbe minimum u et considérons une variation par rapport
a cette courbe de la forme v : x — u(x) + cw(x) pour w fixée telle que
w(0) =0 etw(L) = 0 de telle sorte que v(0) = 0 et v(L) = u(L) = —

Nous calculons alors

lim j(u+ew) F(u)

e—0

=DJ (u)(w).

Supposons pour simplifier que £ est une fonction C!. Et faisons le
choix de minimiser la fonctionnelle sur 1'espace

V= {v e C'([0,L]) | v(0) = 0, v(L) = —yh}
muni de la norme

Vu e C'([0,L]), |lull = sup |u(x)|+ sup |u'(x)].
x€[0,L] x€[0,L]
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Nous introduisons 1’espace
V= {v e C([0,L]) | 0(0) = 0, v(L) = o},

auquel appartient les variations de la courbe recherchée. Par le théoréme
de composition des dérivées, nous avons

L
D70, = [ |G uto, w6
+ (Z—f(x, u(x), u’(x))w’(x)] dx.

Une condition nécessaire d’optimalité est donc

L
Yw e ‘VO,/O [a&—‘f(x, u(x), u’(x))w(x)
+ i—‘j(x, u(x), u’(x))w’(x)] dx =0. (1.24)

C’est la formulation variationnelle du probleme de minimisation.

Puis par intégration par parties®, en supposant la régularité supplé-
mentaire? u € V N C2(]0, L[),

[ [ - & (%—f(x, (), ') i) dx
[w(x) (x, u(x), u (x))] -0. (1.25)

En utilisant w(0) = w(L) = 0, on obtient3?

L
N /0 [i—f(x,wx),u'(x»

(d&.ﬁ

o (x,u(x),u (x)))]w(x) dx =0, (1.26)

Comme ceci doit étre vrai pour tout w € Vp, on en déduit formellement
I'équation dite équation d’Euler-Lagrange

2L (e ut), w0 - (S 2

(x u(x), u (x))) -0, xel0,L[, (1.27)

qui fournit ’équation différentielle vérifiée par u et caractérise donc un
minimiseur de #. Cette équation est d’ordre 2 en x et nécessite deux
conditions pour étre résolue qui sont ici données aux deux extrémités 0 et
L puisque #(0) = 0 et u(L) = —yp. L'équation d’Euler-Lagrange couplée
aux conditions aux limites définit la formulation forte du probléme de
minimisation.

Pour nos deux exemples précédents, 1’équation d’Euler-Lagrange

31: En fait il est possible de démontrer a
priori que u € C2(]0, L[).

32: En fait il est possible de démontrer a
priori que u € C2(]0, L[).

33: Anoter qu'en toute généralité il suffit
d’avoir w(0) = 0 ou d;L(0) = 0 et de
méme en L pour simplifier les termes de
bords
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34: etymologie : brakhistos : le plus court
+ chrone : temps

Ficure 1.10 — Comparaison des vitesses
du mobile pour différentes courbes.

justifie donc pour la distance minimale, le probléeme aux limites

u”(x)=0, x¢€]0,L[,
u(0) =0,
u(L) = -ys.

Pour la minimisation du temps de parcours, la courbe minimisante
appelée brachistochrone®* vérifie le probléme

2u(x)u”(x) +u'(x)>+1=0, x€]o,L[,

u(0) =0,
u(L) = —ys.

La solution de ce probleme aux limites n’est pas une droite, ni un cercle
comme le pensait Galilée, mais une cycloide.

Remarque 1.5.1 (Identité de Beltrami) La forme développée de I'équa-
tion d’Euler Lagrange peut étre simplifiée dans le cas ot L(v, p)
ne dépend pas de x par une astuce déja révélée par Euler. Si nous
développons en effet

(£, ) w0 G ), ')
= () 2 (), () + () ) ()
G
() S (), 1) = () (G0, (),
donc en utilisant I'équation d’Euler-Lagrange (1.27), on obtient
£, )~ 0 G ), ')
= () G ), () + 1) G (), ()
) T (), () = () () 1 () = 0,
q 0
Donc il existe une constante c telle que
L1(3), () = () G, () =

ce qui conduit a

/1 + u;(x)z B u/(x)z _
Viu@)l ulo)y1+u'(x)?

autrement dit, il existe R tel que

V@)=
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dont on démontre par le changement de variable u’ = cott que les
solutions sont données par un bout de cycloide d’équation

y(t) = R*(1 + cos(2t)).

{x(t) = R2(t — sin(2t)),

1.5.3 Des relation de Snell-Descartes a la nécessité
d’affaiblir la régularité

Considérons ici un exemple similaire au probleme de Bernoulli, pour
déterminer le trajet de la lumiére dans un milieu.® Le principe de moindre
action consiste a minimiser le temps de parcours lors propagation de la
lumiére. Si nous voulons modéliser le fait que la vitesse de propagation
dépendent de I'indice du milieu, on montre que

iy
+
N

N
c(x)

L(x,v,q9)=

Supposons maintenant que l'indice du milieu n(x) = ¢7'(x) est une
fonction de x donnée par

n(x)=n_,si0<x<L/2etn,,si L/2<x <L,

ce qui implique que £ n’est plus C! mais seulement C! par morceaux.
Nous allons illustrer ici que, dans ce cas, la solution optimale n’est pas
ch

Toujours en fonctionnant par condition nécessaire, admettons que la
formulation variationnelle (1.24) est toujours valide, alors sur chaque sous
domaine (0, L/2) et (L/2, L), on montre directement que la trajectoire
optimale vérifie u” = 0 donc est une droite.

Cependant on ne peut pas le dire sur tout le segment [0, L] car £ n’est
plus continue. Soit alors une fonction test w € Vynonnulleen x = L/2,
alorson a

L/
/0 : {3—5 (x, u(x), u'(x)) - % [g—g (x, u(x), u’(x))]} w(x) dx

" oL , d [dL ,
" ./L/z {% (o, u(x), u'(x)) = Ix [% (x, u(x),u (x))”w(x) dx

JdL JdL
+

8_q (L/27,u(L/27),u"(L/27)) - % (L/2%, u(L/2+),u’(L/2+))] w(0) =0

35: Lors de son parcours entre deux
points A et B, la lumiére suit un trajet qui
rend la durée de celui-ci stationnaire par
rapport a tout trajet infiniment voisin —
Pierre de Fermat

(1.28)

Sur [0, L/2] et [L/2, L] I’équation d’Euler est vérifiée, donc on obtient
3—2 (L/27,u(L/27),u'(L/27)) = 3—2@/2+,M(L/2+),u'(L/2+)),

ce qui se traduit en
w(l/2m) — __ w(L/2Y)

cNT+w (L2 2  ca1+w (L2272
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)

Ficure 1.11 - Lois de Snell-Descartes

Les angles formés par la courbe et I’axe des abscisses sont donnés par
L) ey 2 )
T+ u(L/2)2 Vituw (@22

On retrouve alors les fameuses lois de Snell-Descartes, voir Figure 1.11,

n_sin(6-) = n, sin(6;).

La fonction construite n’est pas C! si 71— # 1, malgré la recherche d"un
infimum sur I'ensemble V = C. Elle vérifie pourtant

J(u) < inf J(0).

Le lecteur intéressé pourra essayer de démontrer qu’elle réalise bien
l'infimum, en considérant une limite de fonctions C! qui converge vers la
solution C! par morceaux ainsi obtenue. C’est le manque de complétude
de C! pour les normes controlées par la fonctionnelle qui conduit & un
infimum dans un espace moins régulier. On comprend une fois encore
que l'espace de minimisation était sans doute trop petit, puisque le
minimum de la fonctionnelle est moins régulier. Et pourtant, la relation
de Snell-Descartes a bien un sens physique correspondant a notre choix
de modélisation avec deux milieux séparés par une interface.

Cet exemple illustre une nouvelle fois la nécessité d’'introduire des
espaces de solutions mieux adaptés aux problémes variationnels, suffi-
samment grands pour que les infimas recherchés y appartiennent, mais
offrant une régularité suffisante pour permettre de poursuivre les calculs
de variations. C’est l'objectif du chapitre suivant.



Espaces de Sobolev

Dans ce chapitre nous définissons les espaces de Sobolev. Ce sont
les espaces « naturels » de fonctions permettant de résoudre les formulations
variationnelles d’équations aux dérivées partielles. En effet, ils s'interprétent
comme les plus grands espaces tels que les fonctionnelles d’énergie soient
bien définies. On dit donc qu’ils sont des espaces de fonctions d’énergie finie.
Nous verrons que ce sont des espaces de Hilbert et donc en particulier
des espaces complets, ce qui nous manquait au chapitre précédent pour
permettre ’analyse des problémes variationnels. En ce sens, plus qu'une
construction mathématique abstraite, ils ont un caractere essentiel, car ils
traduisent ce que nous attendons en termes de régularité des solutions
des problémes variationnels. Si ces problémes variationnels modélisent
une réalité physique, alors la régularité des solutions modélisera la réalité
physique de la réponse attendue.

11 est préférable pour comprendre tous les résultats de ce chapitre
d’avoir suivi un cours d’intégration. Nous rappelons néanmoins tous les
résultats importants pour le propos de ce cours et nous conseillons le
lecteur de consulter [4, 5] pour plus de détails.

2.1 Fonctions de carré intégrable

2.1.1 L'espace L2(Q)

Soit Q un ouvert de R? muni de la mesure de Lebesgue. On définit
l'espace L%(Q) des fonctions mesurables de carré sommable dans Q :

L3(Q) = {f : ) — R mesurable, /f2 dQ < +c>o}. (2.1
Q

Rappelons que les fonctions mesurables dans () sont définies presque
partout dans Q. C’est en fait une classe d’équivalence puisque si on
change les valeurs d’une fonction mesurable f sur un sous-ensemble
de Q) de mesure nulle, on ne change pas la fonction mesurable f. Ainsi,
deux fonctions mesurables f et g sont dites égales si f(x) = g(x) presque
partout dans (2, c’est-a-dire s’il existe E C () tel que la mesure de
Lebesgue de E est nulle et f(x) = g(x) pour tout x € Q\ E.

Un exemple intéressant concerne le cas ot Q =]0, 1[C R. Il est facile

de montrer que

x> xf e1?(]0,1]) ssi B> —%. (2.2)

De plus lorsque (2 est borné, toute fonction continue sur Q appartient
a L?(Q). Ces fonctions sont en effet continues sur Q qui est un fermé
borné de R, donc un compact. Elles sont donc bornées et

fecQ — /sz dQ < sup |f(x)|2/Q dQ < +oo.

xeQ)
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1: on vérifiera que cette forme bilinéaire
est bien un produit scalaire, d’aprés la
définition 3.2.1.

2: Si une suite de Cauchy a une sous
suite qui converge alors toute la suite
converge. La preuve se fait par I’absurde :
on ne peut pas construire de sous suite
qui reste a une certaine distance de la
limite sans contredire le fait que la suite
est de Cauchy.

3: Théoreme de convergence monotone
de Beppo/Levi : pour toute suite crois-
sante (1;) de fonctions mesurables po-
sitives, sa limite simple est mesurable

et
/limun :lim/un.

On introduit maintenant le produit scalaire!

Vg e LAQ), (f g = /Q fgda, 2.3)

qui est bien défini, car si f et ¢ sont dans L?(Q), f ¢ € L}(Q) d’apres
I'inégalité de Cauchy-Schwarz rappelée ci-dessous. On note

Il = ( [ dn);,

la norme associée a ce produit scalaire. On rappelle I'identité du parallé-
logramme

(2.4)

If + 8y +11f = 8y =2 [If ey + 8| 29)
I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
I(f, Ozl < Ifllez@) gl @) (2.6)

et enfin 1'inégalité de Minkowski

If +glliz) < llfllie@) + gz,

pour toutes fonctions f, g € L?(QQ). Cette derniére inégalité permet de
déduire que 'espace L?(Q2) est un espace vectoriel. On a de plus le résultat
suivant tres important.

Theoréme 2.1.1 Muni du produit scalaire défini en (2.3), L2(Q) est un
espace de Hilbert.

Démonstration. Concentrons-nous sur la complétude. Soit (f,)nen une
suite de Cauchy de I'espace L?(Q). Il suffit? de montrer qu'une sous-suite
converge. Pour simplifier les notations, on note cette sous-suite encore
(fu)n et on la choisit telle que

Ifo = faallag <27

Introduisons maintenant pour presque tout x € )

() = SIAE) - fi @),
k=1

Pour tout x € Q, (gn(X))nen est une suite croissante de R et pour tout
neN

n n
lgnlliz) < D Ifi = fietllizgy < D20 F < 1.
k=1 k=1

D’apreés le théoréme de convergence monotone® appliqué a || g, |* , on
déduit que sa limite ¢ est dans L?(QQ) puisque d’apreés I'inégalité ci-dessus
Iglli2) < 1. De plus, g, converge vers g pour la norme L? et donc pour
presque tout x € Q, g, (x) converge vers g(x).
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Comme pour presque tout x, on a pour g > p,

q
fa () = f ()] < D7 1felx) = fiea (0)] = gq(x) = gp(x),

p+1

la suite (fy(x))nen est une suite de Cauchy dans R donc elle converge
vers un réel que nous notons f(x). De plus, en passant a la limite sur g
dans l'inégalité ci-dessus, on trouve

|f(x) = fp(0)] < 28(x),

ce qui nous permet de déduire que f est bien une fonction de L?(Q2). En
appliquant le théoréme de convergence dominée* appliquée a la fonction
|f — ful?, on conclut que f,, converge vers f dans L((Q). O

On note CX(Q), ou encore D(Q), I'espace des fonctions de classe C*®
a support compact dans Q3. Notons aussi que les fonctions de C(Q)
s’annulent, ainsi que toutes leurs dérivées, sur le bord de Q.

Nous rappelons le résultat de densité suivant, dont la preuve peut étre
trouvée dans [5, théoréme 3.4.3].

Theoréme 2.1.2 L'espace D(Q) est dense® dans 1.2(Q), c’est-d-dire que pour
tout f € L*(Q) il existe une suite f, € D(Q) telle que

lim || f - fulli2q) = 0.

n—+oo

Rappelons le résultat suivant. Supposons que f € L*(Q) vérifie

Vg eLX(Q), (f,9hr=0 & f=0 dansL*(Q)

(2.7)
e f(x)=0ppxeQ.

Le théoreme de densité permet d’étendre ce résultat en ne considérant
que des fonctions ¢ dans le sous-espace D(Q) de L?(Q).

e 2

Corollaire 2.1.3 Soit f € L%(Q). Si pour toute fonction ¢ € D(Q) on a

‘£f¢dQ=Q

alors f(x) = 0 pour presque tout x € Q.

2.1.2 Théoreme de prolongement par densité

Dans la suite, le théoréme de prolongement par densité jouera un role
fondamental. En effet, si on sait que I'ensemble des fonctions réguliéres
est dense dans un espace de Sobolev, il suffira de démontrer les propriétés
pour les fonctions réguliéres et d’utiliser le théoréeme de prolongement
par densité pour les étendre aux fonctions de 1’espace de Sobolev. Il
faudra vérifier que ces propriétés sont bien continues par rapport a la
norme de I’espace.

4: Théoréme de convergence dominée :
soit (f;)n une suite de fonctions mesu-
rables telles que f,; converge simplement
vers f et telle que pour tout n et pour
tout x f(x) < g(x) avec g intégrable
alors f est intégrable et

[=iim [ 5.

5: L'espace C°(Q) n'est pas réduit a la
seule fonction nulle partout, voir le co-
rollaire 3.2.6 dans [5].

6: Stricto-sensu, il faut toujours donner
la norme pour laquelle on considére la
densité donc ici on veut dire L2(Q2) muni
de la norme |||l 20
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Nous énongons le théoréme de prolongement dans sa version la plus
abstraite, car il sera utile dans la suite dans différents contextes.

Theoréme 2.1.4 Soient H, ‘W deux espaces vectoriels normés, avec ‘W
complet, V un sous-espace vectoriel de H, tel que V est dense dans H. Soit
{ une application linéaire de V dans ‘W, pour laquelle il existe une constante
Cy > 0 telle que,

VoeV, |t@)llw < Cellolly.

Alors { se prolonge de maniére unique en une application linéaire et continue
de H dans W et

VoeH, [E@)llw < Cellvlln-

Démonstration. On raisonne en plusieurs étapes :

1. Définition du prolongement par continuité .
Soit 1 € H. Par densité, il existe une suite d’éléments de V,
notée (vi)ken, telle que limy— ||[vk — h||lgr = 0. Soit (z¢)x la suite
d’éléments de ‘W définie par zx = {(vx) pour tout k. Etudions
(zk)k

{ lin.
lzk=Zmllw = [1€@K)~E@u)llw * = 1€@x—=vm)llw < Cellox—0m [l

Comme (v )ken converge (vers h) dans H, c’est en particulier une
suite de Cauchy, c’est-a-dire que limy y—oo ||k — Um |l = 0. Ainsi,
(zk)ken est une suite de Cauchy dans ‘W. Or, W est complet :
(zk)ken est donc convergente vers z € W. A partir de 13, on définit
le prolongement par continuité de ¢ en i1 comme étant égal a la
limite de (z)ken :

i(h) =z.

Bien siir, on peut effectuer le méme raisonnement pour tout élément
h de H, ce qui permet de construire £ : H — W.

2. Unicité du prolongement ‘.
Reprenons le processus précédent de construction... Pour 1 € H,
soient deux suites d’éléments de V, (vx)ken et (v;()keN, conver-

geant vers hi. Vérifions maintenant que la définition de £(h) est
indépendante de la suite choisie, ce qui prouvera 1'unicité :

lim bo0) ~lim €@lw = [im (€)= €@l

¢ lin. . ,
=" [ tim Lok = o)l

Or,
6ok = v )llw < Cellox = v llw,

et limy ||ox — v} || = 0 par inégalité triangulaire
ok = o)l < llok = hllgs + |17 = V) llg.

On en conclut que limy £(vx) = limy £(v}).
3. Linéarité du prolongement .
On obtient la linéarité en passant a la limite. Soient k', h? € H,
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a',a® € R : par densité, il existe (0} )ren et (v7)ren deux suites
d’éléments de V, qui convergent respectivement vers h! et h* dans

H, et
U(a'n' +a?h?) = liin Z(alvi + a2vi)

¢lin. lim{a£(v) + a®E(v})} = a' L") + Q*U(H?).

4. Continuité du prolongement ¢ de H dans ‘W.
On veut prouver :
3C >0, Ve e H, [lE()llw < Cllhlln.

Pour cela, h € H étant donné, soit (v )ken une suite d’éléments de
V qui converge vers 1 dans . On écrit

1Z(m)llw = | lim £(i)llw = Tim [[€@i)llw ;

or, pour tout k, [[€(vx)llw < Cllvk|ly. Comme limg [[vgllyr =
|]|#¢, on en conclut que

1MW) llw < Cellhlls-

Notons que le module de continuité est identique pour ¢ et pour
son prolongement {.

O

De ce résultat, on déduit la propriété de prolongement par densité
pour les formes bilinéaires continues.

Corollaire 2.1.5 Soient Hi, Hy, W des espaces vectoriels normés, avec W
complet, Vi (respectivement V) un sous-espace vectoriel de Hy (respective-
ment Hy), tel que Vi (respectivement V5) est dense dans Hy (respectivement
H,). Soit a une application bilinéaire de Vi X V, dans ‘W, pour laquelle il
existe une constante C, > 0 telle que,

Y(v1,02) € Vi xVy,  la(vy, 02)llw < Ca llvallgs 102l g

Alors a se prolonge de maniére unique en une application bilinéaire et continue

de Hi X Ho dans W et

V(v1,v2) € Hi x Hy,  la(v1, v2)llw < Ca llo1llag 102144, -

2.1.3 Dérivation faible des fonctions de L?(Q))

Ce concept de dérivée faible des fonctions de L2(Q2) généralise la notion
de dérivée au sens classique pour les fonctions C!(Q) dans le sens ot
la dérivée faible d’une fonction C!'(Q) coincide avec sa dérivée au sens
classique. Pour ceux qui connaissent la dérivée au sens des distributions,
la dérivée faible n’est rien d’autre que la dérivée au sens des distributions
puisque les fonctions de L2(Q2) sont des distributions. Sur ce dernier
aspect, nous renvoyons le lecteur au paragraphe 2.3, ot1 le lien entre les 2
notions de dérivée est établi.

29



30 | 2 Espaces de Sobolev

7: Ceci lui vaudra la médaille Fields en
1950.

Cependant, d'un point de vue historique, la notion de dérivée faible est
antérieure a celle des distributions. En effet, elle date de 1934 et apparait
dans un article de J. Leray sur la construction de solutions "faibles" aux
équations de Navier Stokes [20]. Ce concept de dérivée faible a été ensuite
généralisé dans la théorie des distributions de Laurent Schwartz [24] en
19377

Définition 2.1.1 Soit u € 1L2(Q), on dit que u admet une dérivée faible
dans 1.2(Q) dans la direction e; si et seulement s'il existe u; € L2(Q) telle

que
d
Vo € D(Q), (u, a—q)) = —(ui, Phr)-
Yi /1)

Dans ce cas, u; est appelée la dérivée faible de u dans la direction e; et est
. du
notée — ou dy, u.
X

1
Quand u admet une dérivée faible dans toutes les directions, elle admet un
gradient faible.

\ J

La dérivée faible est ainsi définie de maniére unique d’apres le corol-
laire 2.1.3.

La dérivée faible est une extension de la dérivation au sens classique
puisque d’apres la formule de Green (1.8)

vie @), voen@), | Pvdaa=- [ 240
Q axi Q ox i
Ainsi, quand il est possible de définir la dérivée au sens classique, celle-ci
correspond également a la dérivée faible.

De plus, c’est un cas particulier de la dérivée au sens des distributions
d’apres la définition 2.3.2.

Donnons maintenant un critére trés simple qui permet de montrer
qu'une fonction de L?(Q) a bien une dérivée faible dans L2((2).

( \

Proposition 2.1.6 Soit u une fonction de L*(Q). Si pour i € [1,d], il
existe une constante C > 0 telle que

0
Y6 € D(Q), ‘ [ 152 a0 < Cligliz,
Q O0Xi

alors u est dérivable au sens faible dans la direction e;.

\ J

Démonstration. Soit { la forme linéaire définie par

P)
Vo € D(Q), e(¢)=/0ua¢

— dQ.

X
Elle est continue pour la norme L? par hypothése. D’aprés le théoréme
2.1.4 de prolongement par densité, puisque D(Q) est dense dans L*(Q)
(voir théoréme 2.1.2 ), ¢ s’étend en une forme linéaire continue de L?((Q).
D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe u; € L*(Q) telle
que

Yo e L2(Q), ((v) = —(ui, v)12(0))-
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et en particulier

0
V¢ € D(Q), / u a_@ dQ = —(ui, P2,

Q Xi

ce qui prouve que u est dérivable au sens faible dans L2(Q)). O

On retrouve un résultat bien connu pour la dérivée classique.

Proposition 2.1.7 Soit u € L?(Q) telle que toutes ses dérivées au sens faible
sont nulles alors u est constante sur chaque composante connexe de €.

Démonstration. Nous détaillons la preuve dans le cas de la dimension 1.
On remplace Q par 'intervalle I =]a, b[ et on suppose que u € L2(Q) est
telle que sa dérivée au sens faible est u” = 0. Si ¢ € D(I) est telle que

[@(x)dx =0,

la fonction ¢ définie par

v = [ e
est bien dans D(I) et ¢’ = @. Ainsi

(u, )2 = (U, P 2 = —W', P)2q) = 0.

Considérons maintenant une fonction 6 € D(I) telle que /I 6 = 1. Pour
tout ¢ € D(I), on a d’apres ce qui précéde

(u, -0 /Iqb)Lz(Q) =0 = (4, Phrg) =, Oz ./I(P’

ce qui signifie que u est la fonction constante égale a (1, 0)2(q). O

Enfin, il est possible d’étendre cette notion de dérivée faible a des
opérateurs différentiels qui ne font apparaitre que certaines combinaisons
linéaires des dérivées. Nous définissons ainsi la divergence au sens faible

d’un champ de vecteurs®.

e N\

Définition 2.1.2 Soit U € [L2(Q)]?, on dit que U admet une divergence
faible dans 12(Q) si et seulement s'il existe w € L2(Q) telle que

V¢ € D(Q), /QL_l-y¢dQ=—/Qw¢dQ.

Dans ce cas w est appelée la divergence faible de U.

. J

Enfin, il est possible d’obtenir un critére simple pour déterminer si un
champ de vecteurs admet une divergence au sens faible. La preuve de ce
résultat est trés similaire a celle de la proposition 2.1.6.

8: Un champ de vecteurs dont chaque
composante admet des dérivées au sens
faible dans toutes les directions admet
une divergence au sens faible de maniére
évidente. Mais il existe des champs de
vecteurs qui admettent une divergence
au sens faible sans que toutes ses compo-
santes soient dérivables au sens faible.
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's A

Proposition 2.1.8 Soit U € [L*(Q)]%. S'il existe C > 0 telle que

< Cligllzq),

Vé € D), ‘/Qh_l-w 40

alors U admet une divergence au sens faible.

\ J

2.2 Les espaces de Sobolev

2.2.1 L'espace H!(Q) et ’espace H(l)(Q)

Définition 2.2.1 L'espace H'(Q) est I'ensemble des fonctions de L*(Q) qui
admettent une dérivée faible dans toutes les directions :

1 . 2 dv 2 .
H(Q) = {v L), 55 eL’(Q) Vie [[1,d]]}.

Un exemple intéressant concerne le cas out Q =0, 1[c R. Nous ren-
voyons a (2.2) pour comparaison. On peut montrer que

x> xf eH(]0,1)) ssi B> % (2.8)

Par ailleurs pour Q un ouvert borné, C! (Q) est inclus dans H(Q). En
effet, si f € CO(Q) alors f € L*(Q). Et comme f est C'(Q) alors ses
dérivées au sens classiques sont ses dérivées faibles. Comme elles sont
dans C°(Q), elles sont dans L2(Q)).

Un résultat plus intéressant concerne les fonctions qui sont seulement
C! par morceaux. Nous donnons la condition nécessaire et suffisante
pour que ces fonctions soient dans H!(Q).

Theoréme 2.2.1 Soit Q un ouvert borné de R? : on le partitionne en
Q= Q,UQ,, on Q et Qy sont deux ouverts disjoints. On note I 'interface
entre Qy et Qp : T = O N Q.

Soit v telle que v; = v|q, € Cl(ﬁi), pour i =1,2,alors

veCl(Q) o veHY(Q),

et dans ce cas
Vo = xq,Vu1 + xq,Vu2,

ou xq, est la fonction indicatrice de C);.

\ J

Démonstration. Comme pour i = 1,2, v; € C%(Q;), on a v; € L3(Q;) ce
qui implique que v € L2(Q).

On va chercher maintenant a vérifier le critére de la proposition 2.1.6.
Pour toute fonction ¢ € D(Q), et pour tout i € [1,d], ona

I _ Iy Iy
[)Uﬁdg _‘/()1018_3QdQ+‘/£)2028_3cidQ'



En utilisant la formule de Green (1.8) et en isolant les intégrales sur le
bord, on obtient

(P 801 802
v—dQ=- —@dQ - dQ
/ ox; Q &xi(P Q, 9% o, 7

+/ Ul(Pﬂl'€idF+/ vapny - e;dl,  (2.9)
I FloN

ol n; (respectivement 7,) est la normale unitaire extérieure a d();
(respectivement & d0,). Comme @ est & support compact, elle s’annule
sur dQ. Or I = dQ1 N dQy, donc on obtient

/ v1pny dT +/ Va1 dI' = /(01 —va)pny dr,
301 (902 r

car n1 = —n en tout point de I' et ¢ est continue a la traversée de I'. On
a donc

802
v— dQ = —@ dQ - dQ
/Q Ix; O axqu QO 9Xz(p

+/(vl —vy)pny - ¢; dI.
T

On observe que les deux premieres intégrales du terme a droite de
'égalité vérifient le critére de la proposition 2.1.6

/ 8 dQ
0, 9% o

Montrons maintenant que si v n’est pas continue, c’est a dire si

vjie{1,2},

< IV ojllz)llelhz)-

vilr # valr,

on ne peut pas trouver f € L2(Q) telle que

/(vl—vz)wl-éi dF=/f<P dQ.
T Q

Nous allons le prouver par 1’absurde. Supposons pour simplifier que
T := {x =0}, v1 — vy = 1 sur I et qu'il existe une fonction f € L2(Q) telle
que

Vo € D(Q), /r @ dr = /Q fodQ, (2.10)

Soit ¢ € D(Q) a support dans O(A, 1) = {x,(x —xa)-¢; < r}ou A
est un point de I' et v est choisi assez petit pour que O(A, r) soit inclus
dans Q. On choisit ¢ telle que 0 < @ <1, ¢ = 1 sur O(A, r/2). On pose
Pn(x) = @(nx,x4-1) ot x = (x, x4-1). Alors @, est & support compact
dans O(A, r/n, 1) = {x,(x —=xa) -e1 < r/n, (x=xa)-e; < rpour 2 <
i<d},0<¢@, <1,¢,=1dans0(A,r/2n,7r/2).Ona

/qon dr > (r/2) ' >
r

2.2 Les espaces de Sobolev
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9: On vérifiera que cette forme bilinéaire
est bien un produit scalaire, d’apres la
définition 3.2.1.

Or

<

‘ , 3 3 df2
dQ /| | dQ] [/ dQ] =— — 0.
'/(;f(Pn Q f O(A,r/n,r) \/E n—teo

On en déduit par contradiction que (2.10) ne peut pas étre vérifiée.

Enfin si v est continue alors

8(p 801 802
—dQ=- — + —= dQ.
/Qvax,- /Q EIAC I R
On retrouve bien le résultat annoncé. O

En utilisant exactement la méme preuve et le fait qu'on étendra un peu
plus tard la formule de Green (1.8) pour des fonctions qui sont seulement
H!, il est possible de généraliser le résultat précédent a des fonctions
qui sont H! dans chaque sous-domaine. On utilise également dans ce
théoreme la notion de trace vlr pour une fonction de H!, notion qui sera
introduite au paragraphe 2.2.3.

Theoréme 2.2.2 Soit Q un ouvert borné de R partitionné en deux sous-
domaines disjoint (3 et (), tels que Q=0Q,UQ, Onnote T Uinterface
entre Qqp et Qp : T := Q_l N Q_z

Soit v telle que v; = v|q, € HY(Q)), pour i = 1,2 alors

vl|r:v2|r & veHY(Q),

et dans ce cas
Vo = xq,Vu1 + xq,Vv2

oul xq; est la fonction caractéristique de C);.

\ J

Introduisons maintenant le produit scalaire’

Vf, g € H(Q), (f,g)H1<Q):/Q[fg+yf-yg] dQ, (1)

qui est bien défini, car si f et ¢ sont dans HY(Q), f, ¢ € L?(Q) et
Vf, Vg e [L2(Q)]4; etla norme induite par ce produit scalaire

1
2
Il = ( [use v do) | @12)
Q
Nous avons de manieére évidente

Ve H'(Q), IIfleo < Ifllne)
et IV fllieqp < Ifllme- (213)

On peut vérifier que 'espace H'(Q) est un espace vectoriel. Le résultat
suivant est plus précis et trés important.

Theoréme 2.2.3 Muni du produit scalaire défini en (2.11), HY(Q) est un
espace de Hilbert.




Démonstration. Montrons simplement que H!(Q) est complet pour la
norme induite par le produit scalaire. Soit (f,)sen une suite de Cauchy
de H'(Q). D’apres (2.13), ’est une suite de Cauchy de L?(Q) donc (f,)nen
converge vers f dans L2(Q2) d’apres le théoreme 2.1.1. De plus, d’apres
(2.13), (V fu)nen est une suite de Cauchy de [L?(Q)]¢ donc (V fy)nen
converge vers F dans [L2(Q)]* d’apres le théoreme 2.1.1. Il ne reste plus
qu'a montrer que f admet un gradient faible et V f = F. En effet, pour
tout ¢ € [D(Q)]4, on a

(V- = Hm (i, V- @iz
== lim (Vfu, 2oy = -F @)@y
On en déduit

”f_fn”Iz{l(Q) = ”f _f”HiZ(Q) + HF_an”fLZ(Q)]d — 0.

n—+oo

On a enfin le résultat de densité suivant.

Theoréme 2.2.4 L'espace D(Q) est dense dans H' (Q), c’est-a-dire que pour
tout f € HY(Q) il existe une suite (fy)nen € [D(Q)]N telle que

lim || f - fullmq) = 0.

n—+o0o

Les fonctions de D(QQ) sont C® a support compact dans Q. Elles ne
s’annulent donc pas nécessairement sur le bord de € quand Q a un bord.
Enrevanche, les fonctions de D(Q) s’annulent sur le bord de Q (le support,
fermé, de ces fonctions est inclus dans l'ouvert Q). Par conséquent si
Q ¢ R4, D(Q) € D(Q).

Attention c’est D(Q) qui est dense dans H'(QQ) et non D(Q). En effet, les
fonctions de D(Q) ne peuvent approcher qu'un sous-espace de fonctions
de H!(Q). Introduisons cet espace qui est fondamental dans la suite
également.

Définition 2.2.2 On appelle H}(Q) I'adhérence' des fonctions de D(Q)
dans HY(Q), i.e.

Hi(Q) = D@ .

Ainsi, par définition, I'espace D(Q) est dense dans Hé(Q). SiQ =R,
ona Hy(R?) = HI(RY) et si Q ¢ R H}(Q) ¢ H'(Q).

Proposition 2.2.5 Muni du produit scalaire défini en (2.11), Hé(Q) est un
espace de Hilbert.

Démonstration. H(l) (Q) est par définition un sous-espace fermé de H'(Q).
Donc, d’apres la proposition 3.2.1, c’est un espace de Hilbert quand on le
munit de la norme de H(Q). O
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10: C’est I'ensemble des limites des
suites d’éléments de D(Q) convergentes
dans HY(Q).
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11: On peut montrer que l'inclusion est
stricte en trouvant des champs de vec-
teurs H(Q, div) qui ne sont pas dans
H'(@Q)].

12: On rappelle la notation :

d
Va=(a1,...,aq) €N, o] = > |agl,
k=1

et
olal

ap ag "
Ix; ...axd

3“ =

2.2.2 Les espaces H(Q2, div), H" () et Hj'(Q)

Commengons par introduire 1’espace des champs de vecteurs dont
les composantes sont dans L(Q) et qui admettent une divergence faible
(voir la définition 2.1.2).

Définition 2.2.3 L'espace H(Q, div) est I'ensemble des champs de vecteurs
de [L2(Q)]* qui admettent une divergence faible

H(Q,div) := {U € [LXQ))?, V-UeLXQ)}.

Remarquons que!!

[HY(Q)]? c H(Q, div). (2.14)
Nous avons de plus les résultats suivants.
' Theoreme 2.2.6 Muni du produit scalaire défini par |
VU,V € H(Q), div),
U, Vu@iv) = U Ve + (Y U,V - V)izg). (215)

H(Q, div) est un espace de Hilbert.

( Y\

Theoréme 2.2.7 L'espace [D(Q)] est dense dans H(Q, div).

\ J

On définit maintenant par récurrence les espaces de Sobolev H"(Q)
pour m > 2.

s N

Définition 2.2.4 L'espace H™(Q) est I'ensemble des fonctions de H"~1(Q)
dont toutes les dérivées partielles faibles d’ordre m — 1 admettent une dérivée

faible dans toutes les directions'? :

H"(Q) = {v e H" 1(Q), 90 e LX(Q) VaeN, |a|=m}.

\ J

Un exemple intéressant concerne le cas ot Q =0, 1[C R. Il est facile
de montrer que

1
x—xf eH"(10,1]) ssi > —5+m (2.16)
De plus, pour Q ouvert borné, toutes les fonctions de C"(Q) sont dans

H™(Q)). On a également la suite d’inclusions suivante (m > 2) :

D(Q) c H"(Q) c H(Q) c LX(Q).

Remarque 2.2.1 Il est possible de définir les espaces de Sobolev
fractionnaires H°(Q), s € R en utilisant la théorie dite d'interpolation
(voir [21]). Cela dépasse le cadre du cours, mais on retiendra que

s<s’ = H'(Q)cH(Q).




De plus, les fonctions de H*(Q) pour m < s < m + 1 avec m € N sont
plus réguliéres que les fonctions de H"(Q) sans étre dans H"*1(Q) :

H™(Q) c H(Q) c H"(Q) pourm <s <m +1.

L J

N

Theoréme 2.2.8 Muni du produit scalaire défini pour f, g € H™(Q) par

(f, Orm) = (f, Oumr) + D (0%F, 9 $heq)- (2.17)

aeN™
lae|=m

H™(Q) est un espace de Hilbert.

J

Dans la suite, nous travaillerons en particulier avec l'espace H*(Q) qui
est donc défini par

v

axi3xj

H?(Q) = {v e HY(Q), eLX(Q) Vi,je l[l,d]]}. (2.18)

Définissons également le sous-espace des fonctions de H'(Q2) dont le
laplacien est dans L2(Q)

H(Q,A) = {veHY(Q), Av e LA(Q)}

{v e H\(Q), Vv € H(Q, div)}, @19)

que I'on munit du produit scalaire

Vf, g € HIQ,A), (f, 9un = (f, Omq) + (Af, Az ). (2.20)
Notons que
H2(Q) c H(Q, A),

puisque si toutes les dérivées secondes d’une fonction u € H'(Q) sont
dans L2(Q) alors son laplacien appartient a L*(Q2). On montre que si
Q = R4, il y a égalité, ’est a dire H*(R?) ¢ H(R?, A) alors que dés que
(2 a un bord, cette inclusion est stricte.

Nous avons enfin les résultats de densités suivants.

e N

Theoréme 2.2.9 Pour tout m, I'espace D(Q) est dense dans H™ (Q).
De plus, I'espace D(Q) est dense dans H(Q, A).

J

s N

Définition 2.2.5 On appelle H'(Q) I'adhérence des fonctions de D(Q2)
dans H™(Q). Ceci s'écrit aussi

m Q
H'(Q) =D@) .

\ J

Finissons cette section par discuter la régularité des fonctions de H" (€2).
Les fonctions de H™(Q) sont définies par des conditions d’intégrabilité.

On peut se poser la question de la régularité au sens usuel (c’est a dire
dans C¥(Q)) de telles fonctions. Les fonctions de H"(Q) pour m > 0 ne

sont pas toujours continues (penser a m = 0 ou alors H(Q) = L2(Q)).

Cela dépend en fait de m et de la dimension d. Nous admettrons le

2.2 Les espaces de Sobolev
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résultat suivant (voir le paragraphe suivant pour la justification pour
d =1, et par exemple [6, 17]).

Theoreme 2.2.10 Si Q) est un ouvert de frontiere suffisamment réguliere et
sim > %+kalors

H"(Q) c CKQ),

et H™(Q) s’injecte de maniére continue dans Ck(Q), c'est a dire :

3C > 0, Yu e H*(Q), ””“Ck(ﬁ) = sup Z [0%u(x)| < Cllullgmq)-

xeQ |a|<k

\ J

Ainsi plus m est grand, plus les fonctions sont réguliéres, c’est a dire
dérivables au sens classique jusqu’a un ordre strictement plus petit que
m. On déduit de ce résultat que

siQcR, HY(Q)c Q). (2.21)

Nous démontrerons ce résultat au paragraphe suivant. Indiquons que
ce résultat n’est pas vrai quand Q C R? ou Q c R3. Ainsi, il existe
des fonctions de H!(Q) qui ne sont pas continues et qui peuvent méme
exploser en certains points (voir la fonction donnée en (2.25)). Notons
également que le théoréme précédent donne

siQcR?2ouQcR? HX(Q)cCQ), (2.22)

mais pour de tels domaines, les fonctions de H2(Q) ne sont en général
pas dans C1(Q).

2.2.3 Théorémes de trace

Comme toute fonction mesurable, les fonctions de L?(Q2), H'(Q), H*(Q)
ne sont définies que presque partout. On ne peut a priori pas parler de
leur valeur en un point ou de leur valeur au bord (ce qui est pourtant
essentiel quand il s’agira de proposer des conditions aux limites pour des
fonctions de tels espaces). Heureusement pour les fonctions de H!(Q), il
est possible de définir leur "restriction au bord", ou plus rigoureusement
leur trace au bord, en tant que fonction L2 du bord. C’est le résultat
essentiel suivant appelé théoreme de trace.

Enongons le tout d’abord en dimension un c’est a dire quand Q =
la,b[c R.

( \

Theoréme 2.2.11 Soit a < b. L'application trace
C*([a,b]) - R
Yo
v o(a)

vérifie

3Co >0, Vo eC®([a,b]), [v(@)l =< Collvllga,bp- (2.23)




s N

Par densité de C*([a, b]) dans H'(]a, b[), I'application se prolonge' en

H'(Ja, b)) = R

Yo:
v o(a)

et

3Co >0, Yo eH'(a,bl), [v@)] < Collollm(a,pp-

Démonstration. Posons Q =]a, b[ et considérons v € C®(Q), on écrit
X
v(a) = U(x)—/ v’ (t) dt.
a

On sait que si deux fonctions sont égales, leurs normes L? sont égales.
En utilisant une inégalité triangulaire, ceci implique

/a‘x v'(t) dt

ott le premier terme correspondant & la norme L? de la fonction constante
égaleav(a).Ona

lo(@)lli2) < Iolli2@) +

4

L2(Q)

lo(@)lli2) = Vb = afo(a)].

On majore ensuite le dernier terme a l'aide de l'inégalité de Cauchy-

Schwarz,
x X % x %
< / |v'<t)|dts( / 1dt) ( / |v'(t)|2dt)
a a a

/x v'(t) dt
b 3 b 3
<vVx-—a (/ o’ (£)|? dt) <Vb-a (/ [o’(t)|? dt).

/ax v'(t) dt

On en conclut que, pour tout élément v de C*([4, b]), on a la majoration

On en déduit

< (b= a)l[o|lia)-
L2(Q)

1
mHUHLZ(Q) + Vb = a||v" |l 2

1
< \/Emax(\/b_, Vb — a)||v]l (),
—a

lo(a)l <

ot pour la derniére inégalité, on a utilisé (a + ) < V2+/a? + 2, valable
pour tous a, f € R*.

D’aprés le théoréme 2.1.4 avec H = H'(Ja,b[), W = RetV =
C*([a, b]) on peut prolonger I'application trace y¢ : v +— v(a) de fagon
unique en une application linéaire et continue de H!(]a, b[) dans R.

O
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13: Voir les théorémes 2.2.4 et 2.1.4
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Notons que la constante Cy ne dépend que de la longueur (b — a).

Remarque 2.2.2 Nous pouvons donc parler de la valeur d"une fonction
de H'(]a, b[) en un point. C’est assez remarquable et ceci témoigne
d’une "régularité" supplémentaire des fonctions de H! par rapport
aux fonctions qui ne sont que L2. Prenez les exemples (2.2) et (2.8)
des fonctions de la forme x +— xP. Pour f < 0 ces fonctions (qui sont
seulement dans L2(]0, 1[)) explosent en 0 (elles n‘ont pas de trace)
alors que pour 8 > % (elles sont dans H'), elles ont bien une trace!
De plus, il est possible de montrer que l'inégalité (2.23) quand on
remplace la norme H! par la norme L? est fausse. En effet, prenons
a=0eth =1.S0it (v,;)m>1 la suite d’éléments de L2(]0, 1[) définie
par vy, (x) = e”™*. Par un calcul direct, on montre que

! 2 ! 2 1 2 ' 1 2
dx = —2mx 4y = “2mx | — _— (1 _ p72my
‘/Ovm X /Oe X [—Zme L Zm( e~ M)

Ainsi limy, e0 |0m |l12¢0,1p) = 0, alors que v,,(0) = 1 pour tout m > 1.
On ne peut donc pas trouver de constante C > 0 telle que, pour tout
m > l, on ait I'Um(O)I <C ||Um||L2(]0/1D.

. J

En adaptant la preuve ci-dessus, on montre pareillement que les fonc-
tions de H'(]a, b[) sont continues. C’est un cas particulier du théoréme
2210 pourd =1, m=1etk =0.

Corollaire 2.2.12 Soit a < b. Toute fonction v de H'(a, b[) est continue
dans [a, b] et

Vx,y €la,b], v(x)=0v(y)+ /x v'(t) dt.
y

Démonstration. Soit v € H'(]a,b[), d’apres le théoréme 2.2.3, il existe
une suite (v, )yen de fonctions de C%([a, b]) telles que

lim ||Z)n - Z)”Hl(Q) =0.
n—+oo
Les fonctions v, sont C* donc elles vérifient pour tout x, y € [a, b]

ou) = a0+ [ o (0rat.
Yy

On a d’une part

< |lo" = vyl Vb —a

/ W) - o) dt
Yy

et d’autre part d’apres la continuité de I'application trace en x puis en y

[0(x) =vn(x)] < Collo=vnllm) et [v(y)=va(y)l < Collv =vnll (-



On déduit par passage a la limite que
X
v(x)=v(y) + / o'(t) dt.
Y

Ceci permet d’ailleurs de montrer en utilisant une inégalité de Cauchy-
Schwarz que

Vx,y €la,bl, fo(x) —oy)l < 4/lx = ylllv )

La fonction v est donc bien continue sur [4, b]. O

Enongons maintenant le théoréme de trace dans Q ¢ R¥ pour d > 1.

Theoréme 2.2.13 L'application trace

C®(Q) - L%(9Q)
Yo

P
est bien définie et vérifie

3Co>0, Yo eC®Q), [v|,4lhiz00 < Collvlme). (224
Par densité de C*(Q) dans H'(Q), 'application se prolonge * en

HY(Q) — L*(9Q)
IE

0 vl

et
dCyp >0, Vve Hl(Q), ”v|8Q”L2(30) < C0||U||H1(Q).

Démonstration. Etudions le cas ot () est un demi-espace, par exemple
R x R¥1. Soit v € C*(R* x R¥71). Si on note x = (x1, ¥), d’apres
le théoréme 2.2.11 appliqué a x; — v(x1, &) pour ¥ € R4, il existe
Co > 0B telle que

00,07 < G [ |06, D+ 15, 9F | .
R+ X1

En intégrant en ¥, on obtient

dv
A2 < 2 2 2 < (2 2 )
[op0arsc [ w152 0F| 4o < Glolfyg,

On en déduit que ||v|30||Lz(,99) < Colloll(q) pour tout v € C=(Q) et
donc par densité pour tout v € H(Q). Notons que la méme preuve
fonctionne évidemment si Q est une bande ]a, b[xR4"! ou un parallélé-
pipéde.

Pour démontrer le résultat pour un domaine Q ouvert de R? a frontiére
assez réguliere, il faut utiliser des cartes locales du bord, redresser le
bord puis utiliser un calcul similaire a celui présenté ci-dessus. Nous ne
détaillons pas cet argument et renvoyons a [6]. O
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14: voir les théoréemes 2.2.4 et 2.1.4

15: 11 est possible de montrer que la
meilleure constante est 1 dans le cas ol
l'intervalle est R* mais ce n’est pas im-
portant pour la preuve.
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0.5

Ficure 2.1 — Représentation de la fonc-
tion v dans Q.

-0.5

0.5

F1GURE 2.2 — Représentation de la fonc-
tion w dans Q.

Le théoreme de trace permet de donner un sens a la trace d"une fonction
au bord en tant que fonction L? du bord, et ce méme pour des fonctions
qui ne sont pas continues!

Prenons par exemple la fonction

(2.25)

v:(x,y)—~In|ln 1 ,

définie dans le demi-disque
Q= {(x,y)e R?, x2+y2 <1, x>0}.

Cette fonction n’est pas dans C 0(Q) car elle explose en (0, 0). On ne peut
donc pas définir (0, 0). Cependant, on peut montrer que v est dans
HY(Q). D’apres le théoréme de trace, on peut définir sa trace sur le bord
dQ et sa trace est dans L2(9Q).

Prenons maintenant la fonction

1

Cette fonction explose aussi en (0, 0), elle est dans L2(Q), mais pas dans
H!(Q) (I'explosion est trop forte en (0, 0)). On ne peut donc pas définir
sa trace comme une fonction de L?(9Q).

w:(x,y)Hln(

Enongons maintenant quelques propriétés de I'image et du noyau de
I'application trace.

Proposition 2.2.14 L'application trace n’est pas surjective dans L2(0Q). En
effet, l'image de I'application trace y est un sous-espace strict de 12(9Q)
qui est dense dans 1.2(0Q2). Quand on munit I'espace Imy de la norme

Yo € Imyy, = inf ||lu ,
() 4\ ||(P||Imyo ueHl(Q)” ||H1(Q)
ulga=¢
c’est un espace de Banach. De plus, on a

Yo € Im vy, Jv € HY(Q) telle que v|(90 =@, vl < Cll@llmy,-

La fonction v est appelée relévement de ¢ (et n'est pas unique).

\ J

s N

Remarque 2.2.3 Lespace Imy est un sous-espace de L?(dQ) qui est
composé de fonctions plus régulieres que L?. On peut montrer (mais
cela dépasse le cadre de ce cours) que c’est un espace de Sobolev
fractionnaire (voir la remarque 2.2.1), noté H: (0Q) qu'il est possible
de caractériser par

lp(x) — p(y)l

1
H2(0Q) = L2(0Q),
(0Q) {<P€ (0Q) P

€ L2(0Q x ag)} )

Le fait qu’il existe toujours un relévement est une évidence. Ce qui
n’est absolument pas évident c’est qu'il existe un relévement dont




e \

la norme H! est controlée par la norme H:? de la trace. C'est une
conséquence (théoreme de I'application ouverte ou du graphe fermé)
d’un théoréme fondamental de I'analyse qui est le théoreme de Hahn-
Banach analytique.

L J

s \

Proposition 2.2.15 L'application trace n’est pas injective : son noyau est
I'espace H(l)(Q) (voir la définition 2.2.2). On a donc la caractérisation

Hy(Q) = {u e H'(Q), ul,, =0}

Démonstration. Nous ne montrerons que le fait que I'application n’est
pas injective et que Hé(Q) est bien inclus dans le noyau. Remarquons
tout d’abord que toute fonction de D(Q) est a trace nulle sur JQ. Soit
vE H(l)(Q). Par définition, il existe une suite (v;,),en d’éléments de D(Q)
telle que
lim ||Z) - Z)n”Hl(Q) =0.
n—+oo

=0,ona

Par continuité de I’application trace et comme v, ’ 20

0], l1200) < Collo = vallin ) .0
soit vl o0 = 0. La réciproque est tres technique, nous renvoyons le lecteur
a[6]. O

Il est possible d’établir le deuxiéme théoréme de trace qui permet de
donner un sens a la dérivée normale de fonctions de H2(Q). En effet, en
appliquant le théoreme 2.2.13 de trace a chacune des composantes du
gradient de fonctions H?(Q) qui sont bien toutes dans H!(Q), on obtient
facilement le deuxiéme théoréme de trace.

s N

Theoréme 2.2.16 L'application trace
H2(Q) — L*(9Q)
e
0 Vo ul,

est bien définie et vérifie

3C1>0, YoeHXQ), [Yo-n|)leea < Clloleq)- (226)

\ J

I1 est donc possible de définir la trace de la dérivée normale pour des
fonctions de H?(Q) en tant que fonctions de L?(dQ). Cependant, ceci
n’est pas possible pour des fonctions qui sont seulement H!(Q).

Le lecteur pourra aisément étendre ces théorémes de trace a la trace de
dérivées d’ordre plus élevé a condition que la fonction ait une régularité
suffisante. Dans la suite de cours, nous n’aurons besoin que de ces deux
théorémes de trace.

2.2 Les espaces de Sobolev
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2.2.4 Formules de Green

Nous avons maintenant tous les éléments pour étendre les formules
de Green initialement écrites pour des fonctions dans C a des fonctions
des espaces de Sobolev. Commengons par la formule de Stokes.

Theoréme 2.2.17 Soit Q un ouvert borné de R de frontiére suffisamment
réguliére et w € H'(Q) alors pour tout i € [1,d]

Jw /
—dQ = w|,n; dI.
Q 9x; Q |‘QQ 1

Démonstration. Nous allons utiliser le théoréme 2.1.4 de prolongement
par densité. Introduisons tout d’abord ¢; : C*(Q2) — R défini par

— d
Vo € C¥(Q), b(w) = / 40,
Q 3xi
qui est une forme linéaire continue pour la norme H' :
o = 1 dw 1
Yw e C7(Q),  |a@)] < [QI2 5=l < 1Q12 [wllm )
1

ot on a utilisé une inégalité de Cauchy-Schwarz dans L%(Q) et la définition
de la norme de H'(Q). Comme C®(Q) est dense dans H!(Q) (voir le
théoréme 2.2.4), d’apres le théoréme 2.1.4 de prolongement par densité,
{1 se prolonge en une application linéaire continue de H'(Q2) dans R.

Introduisons maintenant £, : C*°(Q) — R défini par
Yw € C°(Q), b(w) = / w|aQ n; dI.
Ple)

On peut montrer que £, est également une forme linéaire continue pour
la norme H!. En effet, on a

o~ 1 1
Vw € C*(Q), |b(w)| < [9Q7 [w],,lli2p0) < Co10QI? [[wll ),

olt on a utilisé une inégalité de Cauchy-Schwarz dans L2(dQ) et le
théoréme 2.2.13 de trace. D’apres le théoreme 2.1.4 de prolongement par
densité, £, se prolonge en une application linéaire continue de H'((Q)
dans R.

Enfin, comme d’aprés la formule de Green donnée dans le théoréme
1.2.1, nous avons

Yw € C¥(Q), &H(w) = b(w).

Comme C®(Q) est dense dans H(Q) et que {1 — £, est continue dans
HY(Q), on en déduit que

Yw e H(Q), b(w) = b(w).



A partir de cette formule, on établit les formules de Green suivantes

W@y, [v-wdo= [ wlouda, e
Q 0Q

pour tout i € [1,d]

du dv
1 —_— —_— = ;
Vu,v € H(Q), /Q[axi v+ Bxi] dQ /muLmvlaQ n; dr, (2.28)

et enfin
vu e [H'(Q)], Yo € H'(Q),

/ [0V -U+U-Vo] dQ = / Ul,, - 10|,, dr. (2.29)
Q oQ

Arrétons-nous un instant sur cette derniére formule de Green. Remar-
quons qu’en utilisant le théoréme 2.1.4 de prolongement par densité et
le théoreme 2.2.7 de densité, il est possible de montrer que la forme
bilinéaire

Uu,o) .—>/ [vV-U+U-Vo| dQ,
Q

s’étend en une forme bilinéaire continue pour des fonctions
U e H(Q,div), veHY(Q).

Il n’est en effet pas nécessaire de controler toutes les dérivées de toutes
les composantes de U pour étendre cette intégrale. Controler seulement
la divergence est suffisant. Cependant, il n’est pas possible de définir la
trace de tous les champs de vecteurs de H(Q, div) en tant que champ
de vecteurs dans [L?(9Q)]". 1l est en effet possible de construire des
champs de vecteurs de H(Q, div) \ [H!(Q)]¢ dont la trace n’est pas dans
[L2(9Q)]%. Est-ce qu'il est tout de méme possible d’étendre la formule
de Green (1.9) a des champs de vecteurs U € H(Q, div)? La réponse est
oui, mais a condition de définir de maniére encore plus faible la trace
normale U - n | o La trace normale est en fait définie par la formule de
Green.

e 2

Theoréme 2.2.18 L'application y, définie par
VUe[H'QL, yuU=Uly-n €LQ),

s'étend en une application linéaire continue de H(Q, div) dans le dual de
Im o noté'® [Im o]’

VU € H(Q,div), y,U=U" n|,, € [my]

ou Vo € Imvyy,
<l;I : Elg@r (P>[Im)/0]’,1m)/0 = ,/Q [U((P) Y : lLl + lLl : YU((P)] dQ,

ot v(¢p) € HY(Q) est telle que U((P)L?Q = g.

\ J

D’apreés la formule de Green 2.29, cette définition de la trace normale
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16: Comme mentionné dans la proposi-
tion 2.2.14, Im g est I'espace de Sobolev

fractionnaire H? (9Q)). 1l s’avere que son
dual [Im yg]’ est également un espace
de Sobolev fractionnaire mais d’ordre
négatif : [Imyp]’ = H 2(9Q)



46

2 Espaces de Sobolev

étend bien la trace normale pour des fonctions plus régulieres. La formule
de Green faisant intervenir le laplacien sera également trés importante.

Remarque 2.2.4 Dans ce cours, nous proposons de ne pas utiliser cette
définition délicate de la trace normale pour les fonctions de H(Q, div).
Des qu'un champ de vecteur est H(Q, div), nous allons supposer qu’il
est dans [H!(Q)]9. Ainsi, nous ne manipulerons que des intégrales
faisant intervenir des fonctions qui sont bien L2. Le résultat précédent
permet de se convaincre que les démonstrations sont tres similaires a
condition de remplacer les intégrales sur le bord par des crochets de
dualité.

\ J

( \

Theoréme 2.2.19 Soit Q un ouvert borné de R de frontiére suffisamment
régquliere et u € HA(Q), v € HY(Q) alors

A +Vu-V dQ = Vu- dr,
/Q[ (USSR _v] /ag_u E|aQU|aQ

oul n est la normale unitaire a () dirigée vers I'extérieur.

\ J

Démonstration. La preuve est tres similaire a celle du théoréme 2.2.17
mais il faut utiliser le théoréme de prolongement par densité donné
dans le corollaire 2.1.5, la densité de C*(Q) dans H'(Q) d’une part
(voir théoréme 2.2.4) et dans H?(QQ) d’autre part (voir le théoréme 2.2.9),
le premier théoréme de trace (voir le théoréme 2.2.13) et le deuxiéme
théoréme de trace (voir le théoréeme 2.2.16). O

Remarque 2.2.5 Remarquons que la forme bilinéaire
(u,v) — / [Auv+Vu- Vo] dQ,
Q

s’étend en une forme bilinéaire continue pour des fonctions
u e H(Q,A), veHY(Q).

En fait, par définition de H'(Q2, A), on a
HY(Q, A) = {u cH'(Q), VucHQ, div)}.

En utilisant le théoreme 2.2.18, il est donc possible de donner un sens a
Vu-n | 50 dans [Im yo]” et d’étendre la formule de Green aux fonctions
ueH(Q,A), veH{(Q)

/[Auv+yu-yv] dQ = (Vu - 1,0, 030 imyelimye-  (2:30)
Q

Comme indiqué dans la remarque 2.2.4, nous allons éviter de manipu-
ler cette formule de Green faisant intervenir le crochet de dualité. Pour
toute fonction u dans H!(Q, A), nous allons supposer qu’elle est dans
H?(Q) pour nous ramener a la formule de Green du théoréme 2.2.19
et ne manipuler que des intégrales faisant intervenir des fonctions qui
sont L2. Les démonstrations sont, sans cette hypotheése, en fait tres




similaires, mais un peu plus techniques.

2.2.5 Inégalités de type Poincaré

Un résultat essentiel pour la résolution des problémes elliptiques

du chapitre suivant est I'inégalité de Poincaré V. C’est une propriété

importante des fonctions de H(lj(Q) quand Q est un ouvert borné.!8

Proposition 2.2.20 Soit Q ¢ R? un ouvert borné. Alors

3C, >0, Yo e Hy(Q), lolliz@q) < CpllV ollraiye- (2.31)

Une des conséquences de cette inégalité est que la semi-norme!® H!
notée | - | ()?” et définie par
1 :

Vo e H(Q), vl = IVl

est une norme dans H(l)(Q) qui est équivalente a la norme H! dans
H}(Q).

I \

Corollaire 2.2.21 La semi-norme H' est une norme dans H(l](Q) qui est
équivalente a la norme H' :

3C1 >0, YoeH)Q), [ohn) < lIollmo) < C1lvlmq)-

H(l)(Q) muni de la semi-norme H' est donc un espace de Hilbert.

\ J

Démonstration. On a de maniére évidente

Yo e H(Q), IV ollp2qyp < llollmq)-

D’apres I'inégalité de Poincaré, on a aussi

Yo e H)(Q), [ollm) < 1+ Ch IV 0llr2ye-

Dans H}(Q2), la norme H! et la semi-norme H' sont donc équivalentes.

La proposition 2.2.5 assure que Hj(Q) muni de la norme H' est un
espace de Hilbert. Comme la norme H! et la semi-norme H! sont équi-
valentes dans H(l)(Q), il est facile de montrer que toute suite d’éléments
de H(l)(Q) est de Cauchy pour la norme H! si et seulement si elle 1'est
pour la semi-norme H!. Et elle est convergente pour la norme H! si et
seulement si elle I'est pour la semi-norme H'. On en déduit que l’espace
Hé(Q) muni de la semi-norme H! est aussi un espace de Hilbert. O

L'inégalité de Poincaré est une conséquence de I'inégalité plus générale
suivante.

Proposition 2.2.22 Soit Q un ouvert borné de R? alors

3C >0, Vo e H(Q), lollizq < C [IV 0l + 119] 50 li200)] -
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17: Henri Poincaré (1854-1912), ancien
éleve de I'Ecole polytechnique (promo-
tion 1873) puis professeur, a eu des contri-
butions majeures dans des domaines
aussi variés que l’analyse, la topologie
algébrique, la théorie du chaos et la relati-
vité restreinte. Il ne faut pas le confondre
avec son cousin, Raymond Poincaré, pré-
sident de la république de 1913 a 1920.

18: Cette propriété est vraie également
pour des ouverts qui sont bornés seule-
ment dans une seule direction.

19: Une semi-norme dans un espace vec-
toriel V' est "presque” une norme au
sens oil une des propriétés d’une norme
n’est pas vérifiée : certains éléments non
nuls peuvent avoir une semi-norme nulle.
Ainsi N : V — R* est une semi-norme
si

Vx eV, VA eR, N(Ax) = [A|N(x)
et

Vx,y eV, Nx+y) < N(x) + N(y).

20: Tl est facile de voir que | - |1 () est
bien une semi-norme et que toutes les
constantes ont une semi-norme nulle.
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Commengons par démontrer cette derniére inégalité dans le cas uni-
dimensionnel d’un intervalle ]a, b|.

Proposition 2.2.23 Soit a < b. Ona

Vo € H'(la, b)), 19llizqapp < 0 — ) 10 l2qapp + Vb — a [0(a)].

Démonstration. D’apres le corollaire 2.2.12, on peut écrire

Vx €la,b[, v(x)=o(a)+ /x v'(y) dy.

Nous avons donc deux fonctions qui sont égales pour tout x : leurs
normes L2 sont donc égales. Par application de I'inégalité triangulaire au
membre de droite (pour la norme de L?(]a, b[)), on déduit

b px 2 2 b 3
Iolli2) < (/ (/ v'(y) dy) dx) + (/ [v(a)? dx)
b x %
< ( i ( [ wwr dy) (x —a)dx) Vb= alo(a)

b i
<b-0) ( [ dy) VB alo(a)],

ot on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir la deuxiéme
inégalité et on a majoré x par b. O

Démonstration de la Proposition 2.2.22. On considére ici le cas ou Q =
Ja, b[x Q ot1 Q est un ouvert (non nécessairement borné) de R,

Soit v une fonction D(Q). D’apres la proposition précédente, on a
Vy € Ej/ “U(-, ]/)”izuu,b[) < chlb [”ax?](-, y)”iZ(]u/b[) + |U(€l, ]/)|2] s

avec C, p := max(b—a, Vb — a) et ot on a utilisé que (a +b)* < 2(a% +b?).
En intégrant en y, on obtient

ol <2C2, [||axv||52@)+ /Q |v<a,y>|2dy]

<2C2, |1V 01 2 g0 + 10100 R o0y |

ot on a utilisé que {a} X Q coQ. Puisque y/a? + B2 < (a + B) pour tout
a,f >0, on trouve

Ioll2) < V2Cap [IV Iz + Ioloallizon] -
Nous avons donc démontré I'inégalité pour des fonctions v € D(Q). En
utilisant la densité de D(Q) dans H'(Q) (voir le théoréme 2.2.4), cette
inégalité s’étend aux fonctions dans H!(Q). Détaillons ce point. Soit

v € HY(Q), il existe une suite (v, )uen d’éléments de D(Q) telle que

lim ”Un - ZJ”Hl(Q) =0.
n—+oo
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Chaque élément v,, vérifie

oulliz) < V2Cap [V vnllzioye + 1onlaallizeoo ] -
11 suffit ensuite d’écrire que pour tout n
lolli2) < lvalliz) + 10 = vnlliz)
<V2Cap [IV Onllizp + 1onlaallize) | + 1o = vallao)
<V2Cup [IV0llizp + I0loallizeo)]| + 1o = oullizq
+V2Cap IV 0 = Voulliaqye + V2 Cap 19] 30 = 0nl 0 l200)-
En faisant tendre n vers l'infini et en utilisant que
lo —vullizq) + IIVO = Voullizq) < 2010 = vulliq)
par définition des normes L2 et H! et
9]560 = ©n50] < Collo = oullm)

d’apres la continuité de I'application trace (voir le théoréme 2.2.13), on
en déduit que

olle) < V2Cap [IV 0l + Il0laallizoo | -

Pour démontrer I'inégalité de Poincaré de la Proposition 2.2.22 dans un
ouvert borné quelconque de RY, il faut utiliser un résultat de compacité
des espaces de Sobolev qui joue un rdle essentiel dans la théorie spectrale
des opérateurs intervenant dans les problemes aux limites que nous
étudions dans ce cours (dans le chapitre 8 plus précisément). Ce résultat
est appelé le théoreme de Rellich. Nous 1’admettrons et renvoyons le
lecteur a [6] pour une preuve. Attention, ce résultat n’est valable que
lorsque l'ouvert € est borné.

s )

Theoreme 2.2.24 (Rellich) Soit Q un ouvert borné de R? de frontiére
suffisamment réguliére. De toute suite bornée de H'(QQ), on peut extraire une

sous-suite convergente dans L?(Q)?. 21: On dit aussi que 'application appe-
Plus généralement, pour p > q, de toute suite bornée de HF (Q), on peut lée injection définie par
extraire une sous-suite convergente dans H1(€2). I7:H(©Q - 12Q)

s g u = u

Ce résultat est faux si 'ouvert Q n’est pas borné. Ainsi, pour Q = R?,  est compacte.
considérons la suite u, définie par u,(x) = u(x + né) ol € est un vecteur
non nul et u € H'(R?) \ {0}. La fonction u, n’est rien d’autre que la
translatée de u. Il est clair qu’aucune sous-suite de u, ne peut converger
dans 1.2.

Nous pouvons maintenant proposer une nouvelle démonstration de la
proposition 2.2.22.

Démonstration alternative de la Proposition 2.2.22. Raisonnons parl’absurde.
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22: Avec cette preuve par contradiction,
il n’est malheureusement pas possible
d’estimer la constante intervenant dans
l'inégalité.

On aurait alors le résultat :
VC, 3o € HY(Q), llolliz) > C [IV 0lljaye + 112],0 /200 ] -

On peut choisir en particulier C = n, pour n € N\ {0}. Ainsi, il existe
vy € HY(Q) tel que

1
lonllizo) =1 IV vullizp + 110n] 50 200 < - (2.32)
Ceci implique que
Jim [[Voullpagpe =0 et lim [04] 5 It200) = 0. (2.33)
La suite (0, )nen est bornée dans HY(Q), puisque
10a 1P gy = 100 Paigy + IV 0l gy < 1+ — <2
gy Q) — i) = M) n2 ’
D’apres le théoréme 2.2.24 de Rellich, il existe une sous-suite extraite de
(0n)nen, toujours notée (v,)nen, qui converge fortement dans L?(Q), vers

une limite v € L?*(Q2). On a bien stir lolli2q) = 1.

Est-ce-que v € H'(Q)? Que vaut Vo, pris au sens faible? Soit ¢ €
[D(Q)]4. Nous avons :

@,V - ¢ =/0Y‘<PdQ
¢ 0 1

= lim v, V-9pdQ carv= lirp v, dans L*(Q)
— n—+00

n—+eo Jo
=— lim [ Vo, -9dQ caro, € H(Q)
n—+oo Q - —
=0 car lim Vo, =0dans [L3(Q)]".

n—+oo

Ainsi, v admet un gradient faible et Vo = 0! Comme 0 € L2(Q)N, v
appartient donc a H(Q). Et puisque son gradient est nul sur 2, on en
déduit que v est donc constante sur chaque composante connexe de Q.
Comme d’une part limy,_,+c v, = v dans L?(Q2) et d’autre part

lim Vo, =0=YVodans [L2(Q)]%,
on a en fait
lim v, = v dans H'(Q).
n—+co

Quel est 'avantage, par rapport a la convergence de (v, )en dans L2(Q2)?
L'application trace est continue de H'(Q) dans 1.2(9Q)), mais elle n’est pas
continue de 1.2(Q) dans L?(9QY).

De la convergence dans H!(Q2), on en déduit la convergence des traces
(vy |aQ)” vers v|aQ dans L?(9Q). D’aprés (2.33), on en déduit que U|aQ =
0. On sait que v est constante sur chaque composante connexe, d’oti
finalement v = 0 dans Q. Ceci contredit le fait que [|v]l;2q) = 122 O

Cette démonstration élégante nous permet de démontrer facilement
une inégalité de Poincaré généralisée.
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e N

Proposition 2.2.25 Soit Q ¢ R? un ouvert borné et £ : H'(QQ) — V une
application linéaire continue, o1t V est un espace normé, telle que

@I, + 1Vl =0 = ©=0.

Alors

3C >0, Vo e HY(Q), llollzq) < C [IVollizqp + I1€@)v] -

J

s N

Remarque 2.2.6 En prenant pour tout v € H'(Q), {(v) := v|r ou I est
une partie du bord dQ de mesure non nulle avec () connexe, on en
déduit

3C1 >0, Vo e HY(Q), Pl < Cr [IV ollpzayye + 9]l -

En prenant pour tout v € HY(Q), {(v) := fQ v dQ, on en déduit

[

3C, >0, Vo e {v e H'(Q), o, = o}, ol < CHlIY 02y

dC, >0, Yo € Hl(Q), ”U”LZ(Q) <G ”YUH[LZ(Q)]d aF

On déduit de ces inégalités en particulier que

3C, >0, Yo e {v c Hl(Q),/ 0dQ = 0},
Q
lollz@) < CallVollpzqpe-  (2.34)

Cette derniere inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Poincaré-
Wirtinger.

2.3 Lien entre la dérivée au sens faible et la
dérivée au sens des distributions

La théorie des distributions mériterait bien entendu un cours a part
entiére (voir par exemple [4, 5]). Nous allons dans cette section définir
les distributions, donner quelques exemples et propriétés. Nous ne
détaillerons pas toute la théorie, mais seulement les outils qui nous
permettront de définir la dérivée au sens des distributions et de faire le
lien avec la dérivée au sens faible de la définition 2.1.1.

s N\

Définition 2.3.1 Une distribution T est une forme définie sur D(Q) — et on
notera pour tout v € D(Q), T(v) = (T, v)p(),p(Q) — qui est linéaire

Yu,v € D(Q), VA € R,

(T, Au + v)p),p) = MT, W @)p@) + (T, 2)p@),p0);
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23: Les mémes arguments permettent
de montrer que Llloc(Q) c D’'(Q) ot on
rappelle que LllOC est 'ensemble des fonc-
tions localement intégrables sur Q. C’est
en ce sens que les distributions généra-

lisent la notion de fonction.

's A

et continue au sens suivant : pour tout compact K C Q

dCkx >0, I3mg €N, Vv € D(K),
KT, v)p@),p@)| < Ck sup sup [0"0(x)|.

|a|<mg xeK

\ J

Une distribution est dite d’ordre fini si la constante mg peut étre choisie
indépendamment de K. Dans ce cas, l'ordre est le plus petit mg pour
lequel la continuité est satisfaite.

Donnons maintenant deux exemples de distributions fondamentaux
pour ce cours.

Soient f € L2(Q) et Tr : v = (f, v)12(q) alors Ty € D'(Q). En effet, Ty
est une forme linéaire (par linéarité de l'intégrale) qui vérifie : pour tout
compact K € Q et pour tout v € D(K)

(T7 O)ronoio] < / |fol dQ < sup [o] / fldo
Q K K

1
< K12 sup [0]]| fllr2q)-
K

On en déduit que Ty est une distribution d’ordre 0 et puisque pour

v € D(Q), (Tr,v)p)p@) = (f, Vi2q),

on peut identifier f et Tr en sous-entendant que c’est le produit scalaire
avec f qui est la distribution. Nous venons donc de montrer que??

L2(Q) c D'(Q).

Un autre exemple fondamental de distribution est une distribution qui
n’est pas une fonction. Soit M € (2 on définit la distribution notée o
appelée mesure (ou masse) de Dirac au point M par

Yo € D(Q), (oM, ?)pq)p@) = v(M).

Il est facile de montrer que c’est bien une distribution et qu’elle est d’ordre
0. Cependant, ce n’est pas une fonction mesurable. La preuve se fait par
I'absurde. Supposons qu'il existe une fonction f € Llloc(le) telle que
Om = Tf c'est-a-dire

You € D(Rd), U(M) = <6M/U>D’(Q),D(Q) = /fv dQ.
Q
Soit v € D(R?) a support dans la boule centrée en 0 de rayon 1, B(0, 1),

telle que v(0) = 1 et |[v| < 1. On pose v, (x) = v(n(x — M)) alors v, est a
support dans B(M, 1/n), v,(M) = 1 et |v,| < 1. On a pour tout n

1= fvndQS/ |f]dQ.
Rd B(M,1/n)

Comme f est intégrable dans B(M, 1), on a d’apres le théoreme de
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convergence dominée

lim |fldQ =0,
=00 JB(M,1/n)

d’ot1 la contradiction.
11 est possible de définir une mesure de Dirac sur toute variété I' C QO

de dimension inférieur a d (par exemple une ligne si d = 2, une ligne ou
une surface sid = 3,...) par

Yo € D(Q), ((Sr, U)D’(Q),D(Q) = /'U dr.
T

Ces mesures ne sont, pour les mémes raisons que précédemment, pas
des fonctions mesurables.

On sait que certaines fonctions ne sont pas dérivables au sens usuel.
Ce n’est pas le cas des distributions. Plus précisement, toute distribution
est indéfiniment dérivable au sens suivant.

e N

Définition 2.3.2 Soit T € D'(QY), on note pour tout i, % la distribution
définie par
oT v

voe D@, (5-,0) =~(r, 22 '
v ©) ox; v D'(Q),D(Q) 2x; | (), D)

J

La dérivation au sens des distributions n’est qu'une extension de la
dérivation au sens classique puisque

Yu € CH(Q) c D'(Q), v € D(Q), B_uv dQ = - ua_v do.
Q axi Q 8x1-

On retrouve un résultat bien connu pour la dérivée classique.

Proposition 2.3.1 Soit T € D'(Q) telle que toutes ses dérivées au sens des
distributions sont nulles alors T est constante sur chaque composante connexe
de Q.

Démonstration. 1l suffit de comprendre le cas de la dimension 1 et on
remplace Q) par l'intervalle I =]a, b[ et on suppose que T € D’(I) est telle
que T” = 0. Soit ¢ € D(I) alors si

/ @(x)dx =0,
I
la fonction ¢ définie par
X
vw = [ e,
a
est bien dans D(I) et ¢’ = ¢. Ainsi

(T, o)om,pm =T, ¥ Yom,om = =T, V)oa,pa) = 0.

Considérons maintenant une fonction 6 € D(I) telle que fI 6 = 1. Pour
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tout ¢p € D(I), on a d’apres ce qui précede

(T, -0 / Monon =0 = (T, ¢)om,pa =T, Ooa),pa) / o,
i I

ce qui signifie que T est la fonction constante égale a (T, O)y (1) pg)- O

La dérivée au sens des distributions est ainsi toujours définie, ce qui
n’est pas le cas de la dérivée au sens classique qui nécessite que les
fonctions soient dérivables. Nous allons introduire une formule dite des
sauts qui donne la dérivée au sens des distributions d"une fonction qui
n’est pas dérivable globalement, mais seulement par morceaux.

Theoréme 2.3.2 (Formule des sauts) Soit Q un ouvert borné de R? : on le
partitionne en Q= Q_1 U Qy, out Oy et Oy sont deux ouverts disjoints. On
note I l'interface entre (g et Oy : T := 51 al 52

Soit v telle que v|q, € CY(Qy), pour i = 1,2 alors son gradient au sens des
distributions est donné par

Vo = xa,Y o1+ xa,Y 02 — 6 (01, — va| )1

ol xq, est la fonction indicatrice de Q; et nq est la normale extérieure d dC;.

\ J

Démonstration. On sait pour commencer que v € L>(Q) ¢ D’(Q). On va
calculer V v au sens des distributions. On pose v; = v|q, puis on dérive
au sens des distributions. Pour toute fonction ¢ € [D(Q)]?, on a

N N
Jv dp;
(Vo, f)[D'(Q)]a,[D(Q)]d = Z<3_x1' (Pi>D’(Q),D( =- §<U, 8_x,

i=1 o
==,V - 9)o@)po

=—/vy'(de carv € L*(Q)
o bt

=—/ 0V -pdQ- 1V - dQ.
o)} - (o) -

>D’(Q),D(Q)

En utilisant la formule de Green (1.9) et en isolant les intégrales sur le
bord, on obtient

<Y o, (B>[D’(Q)]d,[D(Q)]d = ‘/Q Y 01+ (E dQ + [) Y Uy - (B dQ
1 2

—/ vl(p-gldr—/ v -nydl,
I2/0 00

ol 111 (respectivement 71,) est la normale extérieure a o0 (respectivement
d()). Comme @ est a support compact elle s’annule sur la frontiére et
donc puisque I' = 901 N J2, on a

/vlgo-igldl"+/ vzgo-igzdl"zf(vl—vz)(p-igldl",
o0 — 00, — r -

car n1 = —n en tout point de I et ¢ est continue a la traversée de I'. On
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a donc

le-(de+/ Vo ¢ dQ

Vo, 9@y poy = /
0}

(O]
—/(01—02)(P'El dr,
. £

soit
Vo = xa, Vo1 +xa,Y v = 6r (01, — va| 1.
O

Remarque 2.3.1 Une fonction f € L?(Q) n’admet pas toujours de
dérivée au sens faible alors qu’en tant que distribution, elle en admet
toujours au sens des distributions. Elle admet une dérivée au sens
faible si et seulement si sa dérivée au sens des distributions est dans
L2(Q).
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Analyse hilbertienne des
problémes variationnels

Ce chapitre couvre un ensemble de résultats fondamentaux del’analyse
hilbertienne en général, dont les applications aux problemes d’EDP sont
nombreuses. Ainsi, grace a 'introduction des espaces de Sobolev, nous
pourrons bénéficier de ces outils pour I’analyse des problémes aux limites.
Il existe également d’autres cadres d’application de ces outils en analyse,
notamment autour des problemes d’optimisation en dimension infinie.

3.1 Introduction

Reprenons donc un des probléemes modéles rencontrés au chapitre 1
en cherchant pour I'instant u € C2(Q) N C'(Q) solution de

(3.1)

-Au+u=f, dans Q,
Vu-n=0, sur dQ.

Le probleme est écrit pour I'instant au sens fort. Pour I'écrire au sens faible,
il suffit de choisir une fonction test v € C!(Q), de multiplier I'équation
écrite sur () par cette fonction v et d’intégrer sur Q. On obtient

./Q(—Auanuv)dﬂz‘/vadQ.

Si on veut diminuer l'ordre de dérivation sur u, il suffit alors dutiliser la
formule de Green du corollaire 1.2.3. En prenant en compte les conditions
aux limites, ceci nous donne

Vo € CL(Q), /(yu-yv+uv)d9=/fvdg. (3.2)
Q Q

En utilisant la formule de Gre_en dans 'autre sens, il est facile de voir
que chercher u € C3(Q) N C'(Q) vérifiant (3.2) est équivalent a chercher
u € C2(Q) N CHQ) vérifiant (3.1).

On vient donc de mettre le probleme sous une forme variationnelle
YoeV, a(u,v)=100v) (3.3)
C’est cette formulation qui va nous permettre dans ce cours de montrer

le caractére bien posé du probléme. Rappelons tout d’abord la définition
du caractére bien posé d"un probléme au sens de Hadamard.

Définition 3.1.1 (Caractére bien posé au sens de Hadamard) On dit
qu’un probléme est bien posé dans V', un espace vectoriel normé, au sens de
Hadamard si et seulement si

— Existence : il existe au moins une solution dans V ;

— Unicité : il existe au plus une solution dans V ;

— Stabilité : la solution dépend de fagon continue des données dans le
cadre de la topologie de V, ou dit autrement, sa norme dans V est

. J
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1: En dimension infinie (celle de V),
méme pour un probléme linéaire, l'uni-
cité nimplique pas I'existence.

[ controblée par les données du probléme. ]

Grace a cette formulation variationnelle, il est trés facile de montrer
qu’il ne peut y avoir au plus quune solution (autrement dit 1'unicité de la
solution) de (3.2) et donc de (3.1). Supposons que u; et u, sont solutions
de (5.1). En soustrayant les deux formulations, comme le second membre
est indépendant de u; et uy, on trouve

vo € CL(Q), /[y (uy — up) - Vo + (ug — up)v] dQ = 0.
Q
En particulier pour v = u; — 1 € C!(QQ), on obtient

[V (1 — ua]? + |lug — u2|*] dQ = 0.
0

ce qui nous permet de déduire que u; = uy.

Il nest pas du tout aussi simple de montrer qu'il existe au moins' une

solution (autrement dit 1'existence d’une solution). On verra d’ailleurs
qu’il faut absolument rajouter des hypotheses de régularité sur le terme
source f ou sur le bord du domaine Q) pour espérer montrer 1’ existence
d’une solution C1(Q) (voir la section 4.4.2).

Enfin notons que grace a la formulation variationnelle, il est possible
de démontrer un premier résultat de stabilité s'il existe une solution. En
effet, supposons qu’il existe une solution u de (5.1) alors en choisissant

v = U, on obtient
2 2
/[|yu| + |ul ]dQ:/fudQ.
Q Q

En utilisant une inégalité de Cauchy-Schwarz sur le terme de droite, nous
obtenons

2
/Q[|Yu’ +[u?1dQ < I fllizo i),

ce qui implique
lulltr @) < Il f 2.

et donc .
) 2
[ /Q (Vuf +jurde| < 1 flhen

C’est donc cette norme de u qui est naturellement contr6lée par les
données et non sa norme C' ou C2.

Ce sont ces deux considération d’existence et de stabilité qui sous-
tendent I'introduction des espaces de Sobolev que nous avons au cha-
pitre 2. En généralisant les formules de Green aux espaces de So-
bolev, nous sommes désormais capable de rechercher des solutions
u € H%(Q) N HY(Q) du probléme (3.1) qui conduisent a la recherche de
solution de la formulation variationnelle

Vo € H(Q), /(Yu-YU+uU)dQ=/fUdQ. (3.4)
Q Q

Désormais 1'espace des fonctions tests V dans (3.3) est plus gros et c’est
un espace de Hilbert.
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Nous allons maintenant montrer que cette structure hilbertienne
(produit scalaire et complétude) est d'une grande utilité pour1’analyse des
formulations variationnelles. En effet, les théoremes les plus importants
pour prouver qu'un probléme écrit sous sa forme variationnelle est bien
posé sont le théoreme de Riesz et le théoréme de Lax-Milgram, ainsi
que les espaces de Hilbert. Ce cadre est parfaitement adapté aux EDP
linéaires. Les cas non linéaires sont beaucoup plus délicats, mais certains
peuvent s’étudier & travers la minimisation de fonctionnelles, pourvu que
I'on dispose de propriétés de continuité, de convexité, voire de compacité
amené via la notion de convergence faible.

3.2 Espaces de Hilbert et propriétés
élémentaires

Commencons par rappeler ici la définition et les propriétés de ces
espaces utiles pour ce cours. Nous nous concentrons ici sur les espaces
vectoriels définis sur R.

Commencgons par définir un produit scalaire sur un espace vectoriel

H.
Définition 3.2.1 Une forme bilinéaire b définie sur H X H est un produit
scalaire si et seulement si
— best symétrique : ¥(u,v) € HXH, bu,v)="0b(v,u);
— best positive : Yu € H, b(u,u)>0;
— best définie:Yu e H, bu,u)=0 = u=0.

Si b est un produit scalaire alors

bu+v,u+v)+bu—-v,u—v)=2[b(u,u)+b(v,v)]
Y(u,v) € HxH,  |b(u, )| < [b(u,u)]z [b(o,0)]2
[b(u +v,u +0)]2 < [b(u,u)]? + [b(v,v)]2

Il est facile de démontrer ainsi que si b est un produit scalaire alors

Ho>u> [b(u,u)]% est une norme sur H.

Définition 3.2.2 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un
produit scalaire et qui est complet pour la norme associée.?

Dans la suite pour un espace de Hilbert H, on notera || - ||/ la norme
pour lequel H est complet et (-, )¢ le produit scalaire dont elle dérive.

Proposition 3.2.1 Soit F un sous-espace fermé d'un espace de Hilbert H
alors muni de la norme induite par le produit scalaire de H, F est un espace
de Hilbert.

Démonstration. Soit une suite de Cauchy d’éléments de . Comme F est
inclus dans H et que H est complet, la suite de Cauchy converge dans H.
Comme ¥ est fermé, la suite converge dans ¥ . ¥ est donc complet. [

(Identité du parallélogramme)
(Inégalité de Cauchy-Schwarz)
(Inégalité de Minkowski)

2: Un espace complet est un espace vec-
toriel normé dans lequel toutes les suites
de Cauchy convergent.
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3: On dit que (v;;),en est une suite mi-
nimisante.

Une des propriétés les plus importantes des espaces de Hilbert est le
théoréme de projection qui établit I’existence d’"un opérateur de projec-
tion sur tout sous-ensemble convexe fermé. Rappelons tout d’abord la
définition d"un sous-ensemble convexe.

Définition 3.2.3 On dit qu'un sous-ensemble K de H est convexe si et
seulement si pour tout couple (u, v) d'éléments de K et pour tout réel t dans
[0,1], A =) u + t v est dans K.

A noter qu'un espace vectoriel est toujours convexe. Nous pouvons
maintenant énoncer et démontrer le résultat.

Theoréme 3.2.2 (Théoreme de projection) Soient H un espace de Hilbert
et K € H un convexe fermé non vide. Pour tout u dans H, il existe un
unique élément de K que I'on notera Pu tel que

lu = P(u)llge = inf |[u —o|lg.
veH

\ J

Ce théoréme établit donc que l'infimum est atteint par un élément de
K et que cet élément est unique. On appelle P l'opérateur qui & u dans
H associe Pu dans K. Cet opérateur est un opérateur de projection sur
%K car il est facile de voir que pour tout u € H, P?u = Pu.

Démonstration. Montrons tout d’abord que l'infimum est atteint. Soit
(0n)nen une suite d’éléments de K telle que?

Vn eN, u—v,|%, < inf |lu - w2, + —. 3.5
it = vall3, < inf flu -l + (35)
Autrement dit,
2 2 1
VneN, Vw e K, |lu—oully — llu—wll3, < e (3.6)

Montrons que (v, )nen est une suite de Cauchy. L'identité du parallélo-
gramme appliquée a u — v, et u — v, donne

Oy +0m

2 2 2 2
4lu 5+ llon = vmllgy = 2llu —vnlly, +2llu = vwlly,-

En réorganisant, on trouve

vn+vm||2)

2 H
Uy + O

2

lon = ol =2 (llu = 04 I3, Il
2 2

2
I2) < =+

+2 (Ilu = on 3, ~ 1 =+ =

ot on a utilisé (3.6) pour établir la derniére inégalité puisque (v, + vy, )/2
est bien un élément de K, K étant convexe. La suite (v, ),en est donc une
suite de Cauchy dans K. Comme K est complet en tant que sous-espace
fermé d’un espace complet (voir la proposition 3.2.1), (v,;)nen converge
dans K vers v € K. En passant a la limite dans (3.5), on déduit

2 . 2
u-—-o < inf |lu —w||%,.
lu = oI, < inf llu -],

Montrons maintenant que l'infimum est atteint en un seul élément de K.
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Supposons que v et v’ vérifient

lu=ollge = llu=0'llgg = d = inf [[u — wllg.
wekK

Par l'identité du parallélogramme appliquée a u — v et u — v’ et en
réorganisant on obtient

v+
||v—v/||3H = 2||u—v||${+2||u—v’||${—4||u— 5 ||§{ < 2d*4+24%-4d% = 0,
<, o v+ ,
ott l'on a utilisé que ||u — ll# = d.Onadoncv =7’. O

Proposition 3.2.3 Soient H un espace de Hilbert et K C H un convexe
fermé non vide et P : H — K l'opérateur de projection. Alors on a la
caractérisation

YueH,YVoeK, (u-P(u),v—Pu)) <O0. (3.7)

Démonstration. Soient u € H et v € K. Comme P(u) € K, alors pour
tout A € [0,1], (1 = A)P(u) + Av € K. Par définition du projecteur

llu = [(1 = V)P () + Av]llg 2 [Ju - P(u)ll#,

qui reste vrai en élevant au carré des deux cdtés de 1'inégalité. On
développe

[l = [(1 = A)P(u) + Av]IZ,
= [lu = P)|5, + A*llo = P(w)||5, — 2A(u = P(u), v = P(u)).
On en déduit
Ao - P(u)||§( —2A(u — P(u),v — P(u)) 20,
soit
2A(u — P(u),v — P(u)) < A?||lv — P(u)||§{.
En divisant par A € [0, 1] et en passant & la limite en A — 0, on obtient

bien (3.7). O

Le théoréme de projection s’applique bien entendu dans le cas parti-
culier ot K est un espace vectoriel fermé de H car un espace vectoriel
est convexe. Dans ce cas, 'opérateur de projection a d’autres propriétés
importantes et une caractérisation plus précise.

Proposition 3.2.4 Soient H un espace de Hilbert, 7 un sous-espace vectoriel
fermé. L'opérateur P de projection sur F est un opérateur linéaire de H dans
H qui est continu c’est-a-dire

VueH, |[Pullg < llulln,

et qui est caractérisé par

YueH,Voe¥F, (u-Pu,v)=0. (3.8)

61



62

3 Analyse hilbertienne des problémes variationnels

[On dit que P est l'opérateur de projection orthogonale. ]

Démonstration. Commengons par montrer la caractérisation. Soient v €
F et A € R*. Comme Av € ¥, on a par définition de Pu,

llu = Pu + Avlly = [[u = Pully,
avec
|[u — Pu + Av||§4 =||lu - Pull%{ + /\2||v||§{ +2A(u — Pu,v)y.
Ces deux derniéres relations impliquent pour A # 0 que
/\||v||§{ +2(u — Pu,v)q > 0.

En faisant tendre A vers 0, on déduit (1 — Pu,v)yy = 0. Supposons
maintenant que w € ¥ vérifie pour toutv € ¥, (u —w,v)gy =0.On a
donc pour toutv € ¥, (u —w,v — w)g = 0 puisque v —w € F. Ceci
implique que pour toutv € F,

2 2 2
llu —olI* = llu —wl|* + |lv —wl%,

et donc
lu —wllg = inf ||u-v|ly.
veF

On a bien w = Pu. Ceci prouve que (3.8) caractérise bien 'opérateur de
projection.

Pour établir que 'opérateur P est linéaire, on montre grace a (3.8) et la
linéarité du produit scalaire que pour tout u, w € H et pour tout A € R,

(u+ Aw — [Pu + APw],v)gy =0 Vv eF.

Comme (3.8) caractérise P(u + Aw), ceci prouve que P(u + Aw) = Pu +
APw.

Enfin comme Pu € F,ona (u — Pu, Pu)yy = 0 et donc
2 2 2 2
el = Il = Pully, + 1Pulls, > [[Pull,.

On en déduit que P est bien un opérateur linéaire continu sur H. [

Finissons cette section par énoncer quelques résultats liés a la notion
d’espace orthogonal.

Définition 3.2.4 Soit & un sous-espace d'un espace de Hilbert H. On note
Uespace orthogonal de &, &+ = {u € H|VYv € &, (u,v)y = 0}.

11 est facile de voir que & est un sous-espace fermé de H. En effet,
si une suite (ip)nen d’éléments de E* converge vers u € H alors
(4 —1y,v)y = 0pour toutv € H d’apres 1’ inégalité de Cauchy-Schwarz.
Par conséquent, (1, v)¢y = 0 pour tout v dans &.
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e N

Proposition 3.2.5 Soit ¥ un sous-espace vectoriel fermé de H alors
H=FoF~ . (3.9)

Soit & un sous-espace d'un espace de Hilbert H alors

H=Ea&". (3.10)

Démonstration. Montrons tout d’abord (3.9). Soit ¥ un sous-espace vec-
toriel fermé de H. Soit P le projecteur orthogonal sur . Pour tout u
dans H,ona

u= Pu + u—Pu.
S~ ~——
eF €F + d’apres la proposition 3.2.4

De plus, il y a unicité de la décomposition, car si u; + u, = 0avecuy € ¥
etu, € FLalors0 = |luy + u2||8H = ||u1||3{ + ||u2||3{ donc 1y = up = 0.

Etablissons maintenant (3.10). Soit & un sous-espace d’un espace de
Hilbert . Nous venons de montrer que H = & @ & . Prouvons que
& = &*. Tout d’abord il est facile de voir que comme & C & alors

— T — —
& c &+ Montrons que &+ ¢ & . Soitv € Et etw € E.Commew € &,
il existe une suite (wy, )nen d’éléments de & qui tend vers w pour la norme
de H. Comme

(0, w —wn)y < [ollpllw —wallp,

ona que (v, w—w, )y tend vers 0. De plus v € E* et pour tout n, w, € &,
donc (v, w,)e = 0. On en déduit que (v, w)y = 0, soit v € & . En

conclusion, on a gl = &+ et donc (3.10). O

Corollaire 3.2.6 Soit & un sous-espace vectoriel de H. Alors & est dense *
dans H si et seulement si &+ = {0}.

3.3 Le théoreme de Représentation de Riesz et
ses conséquences

Le théoréme de représentation de Riesz est un résultat trés important,
car il montre qu'un espace de Hilbert est isomorphe a son dual topolo-
gique, ce qui permet d’identifier I’espace et son dual. On rappelle que
le dual topologique & d"un espace normé & est ’ensemble des formes
linéaires ¢ : & — R continues sur &, c’est-a-dire telles que,

3C>0,Vued, 0w <Clulle.

On munit cet espace de la norme duale

vieg, e = sup i
veb ”0“8

4:
&

& est dense dans H si et seulement si

=H.
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5: en effet, si un tel représentant de Riesz
u existe alors pour tout v tel que (v) =0
ona (u,v)y =0.Ceciimplique qu'un tel
u est nécessairement dans 1'orthogonal
du noyau de {.

Theoréme 3.3.1 Soit V un espace de Hilbert et £ € V', alors il existe un
unique u € V tel que

YVoeV, {(v)=(u,v)y.

De plus,

|1l =l

On appelle u le représentant de Riesz de {.

Démonstration. 11 est facile de montrer que si un tel u existe, il est unique.
En effet, si u et u’ sont des représentants de Riesz alors

YoeV, wo)y=Ww,v)y = YoeV, (u-u,v)y=0,

ce qui implique que u = u’.

Supposons qu’un tel u existe alors, d'une part,
) = llullyy < el llully = lully < el
et d’autre part d’apreés 1'inégalité de Cauchy-Schwarz
VoeV, ()=o) <|ulyllolv =€y < llully.

Ainsi ||| = ||u]|y.

Montrons maintenant 'existence d"un représentant de Riesz. Notons
que si £ = 0 le résultat est immédiat avec u = 0. Supposons maintenant
que ¢ # 0. On introduit® le sous-espace de V :

&=kerl={veV, l(v) =0}

Comme { est continu, & est un sous-espace fermé de V. Puisque { # 0,
&+ n'est pas réduit a 0 et on peut choisir un élément non nul w € &+,
qui vérifie donc £(w) # 0. En renormalisant, il est possible de choisir w
tel que £(w) = 1. Il est facile de voir que

YoeV, v=~L00)w+v—-{(v)w,
——— N —— e’
e&t €&

ce qui implique que

YoeV, (wo)y=Io)wlE = VoevV, f(v)=(L2,v) .
lwlls,” /v

Donc u = —L_w convient. O

2
llwlls,

Un corollaire du théoréme de représentation de Riesz est qu'il est pos-
sible d’associer a toute forme bilinéaire continue un opérateur continu.

Corollaire 3.3.2 Soit V un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire
a:V XV — R continue c’est-d-dire qu’elle vérifie

3Ca >0, Y(u,0) € VXV, la(u,v)| < Callully llvllv.




Alors il existe A € L(V) tel que

Y(u,v) € VXV, a(u,v)=(Au,v)y.

Démonstration. Fixons u € V. Pour tout v dans V, I'application v —
a(u, v) est linéaire continue. D’apres le théoréme de représentation de
Riesz, il existe un élément de V qui dépend de u que nous notons donc
A(u) tel que

YoeV, a(u,v)=(Au),v)y, (3.11)

ceci étant vrai pour tout u dans V.

Montrons que l'application A : V — V ainsi construite est linéaire et
continue. Soitu, w € V,A € R,ona

Yo eV, (A(Au +w),v)y = a(Au +w,v)
= Aa(u,v) +a(w,v) = (AA(u) + A(w), v)y,
ol on a utilisé la linéarité de a par rapport a la premiére composante.
Ceci nous permet de déduire que A(Au + w) = AA(u) + A(w) donc A est

linéaire®. Pour la continuité de A, il suffit de prendre dans (3.11) v = Au
et d’utiliser la continuité de a :

(Au, Au)y = a(u, Au) < Cqllully [|Aslly.

On a donc pour tout u € V, ||Aully < C, ||u||y. O

3.4 Convergence faible

La convergence faible dans les espaces de Hilbert joue un réle fon-
damental. Plus souple que la convergence forte (en norme) elle permet
également de généraliser les principaux théorémes de la dimension
finie.

Définition 3.4.1 (Convergence faible) On dit que’une suite (V)nen
d’éléments d'un espace de Hilbert °V converge faiblement vers vo, € V si

Yo €V, 11111 (Un, )y = (Voo, V)y.
n—>+00

On note dans ce cas v;;, —— VUoo.
n—00

\ J

La convergence faible est plus générale que la convergence forte.

Proposition 3.4.1 Soit (v,)nen ne suite d’éléments d’un espace de Hilbert
V qui converge fortement vers Voo € V. Alors (v,,)nen converge faiblement
Vers Veo.

Démonstration. C’est une application de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
En effet pour toutv € V,ona

(00 = Voo, V)V)] < |00 = Vool lVlly,
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6: Nous avons de nouveau utilisé ici la
propriété suivante : soit u € V,

YVoeV, (u,v)y=0= (u,u)yy =0 = u=0.

Ceci implique en particulier que si
uy, uy € V vérifie (u1,v)y = (U, v)y
pour tout v € V alors u1 = uy.
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7: aussi appelé le Uniform Boundedness
Principle en anglais ce qui est plus expli-
cite

qui tend vers 0 lorsque 7 tend vers +co. O

Commencons par rappeler le théoréme fondamental de Banach-Stein-
haus’.

~

Theoréme 3.4.2 (Banach-Steinhaus) Soient (&, ||||g) et (F, |||l#) des
espaces vectoriels normés complets (des Banach) et (T,)nen une suite de
L(E,F). Si,
Vxe &, sup{||Tux|lg} < oo,
n

alors, on a
sup{||Tull £g,7)} < o0.
n

\ J

Le théoreme de Banach-Steinhaus nous permet de démontrer un
résultat trés utile.

[ Proposition 3.4.3 Toute suite faiblement convergente est bornée. ]

Démonstration. On considere une suite (v, ),en faiblement convergente
dans V. On considére aussi la forme linéaire ¢, définie sur V par

VU € (V/ en(v) = (UH/U)(V .

Comme (v,)nen est faiblement convergente, pour tout v dans V la
suite (¢, (v))nen est convergente, donc elle est bornée. Par application du
théoréme de Banach-Steinhaus, on obtient que la suite (¢ ),en est bornée
dans V’ = L(V, R). Enfin, comme on a

(v
Wl = sup L@y,
veV\{0} o]l
on en déduit que (vy,)nen est bornée dans V. O

Plus généralement, on a le théoreme dit de convergence forte-faible
suivant.

( 2

Theoréme 3.4.4 Soient (tiy )nen et (Un)nen deux suites telles que

Uy — U (fortement quand n — +o0),
n—+00

Uy — Ve (faiblement quand n — +09).

n—+oo

Alors

im (un, On)y = (Uoo, Voo)y -
n—+0oo

Démonstration. Le théoreme serait évident si l'on avait une convergence
forte plutot que faible pour la suite (vy;)yen. On écrit

(U, Vn)v = (Uoo, Voo)y = (U — Uoo, Vn )y + (Ueo, Uy — Voo )y -

Le deuxiéme terme tend vers 0 par convergence faible. Pour le premier,
on utilise le fait que (v, )yen convergeant faiblement est bornée grace, a



la proposition 3.4.3, par une constante C. L'inégalité de Cauchy-Schwarz
fournit alors

|(y — teo, Un)v| < Cllty — Ueo|ly — 0 quand n — +c0.

Par passage a la limite faible, on peut éventuellement “perdre de la
norme” comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.4.5 Soit (1, )nen une suite qui converge faiblement vers o
dans un espace de Hilbert V. Alors®

— |too|ly < liminf, e ||ttnlly.
— Side plus ||[uco|lv = limy,1c0 ||ty ||, alors (un)nen converge forte-
ment vers Ueo.

Démonstration. On développe
n — Uoo = lUnllq — nsUeo )V ) .
lltn = teoll3, = Nunll3, = 21, tieo)y + o 15,
Or comme u,, — U faiblement, on a
hm (”nzuoo)'v = ||u00||gV/
n—-+oo
dont on déduit

. 2 e 2 2
0 < liminf [y — |l = Lminf [lun |13, = llucll,,

et le premier résultat en découle. Pour le deuxieme, I'hypothese et le
calcul précédent permettent de déduire

. _ 2 _
nl_lgloo”un uOOH(V 0.

Enfin, nous terminons par un théoréme fondamental. Il précise que
les bornés sont compacts pour la convergence faible’.

Theoréme 3.4.6 Soit (v, )nen une suite bornée de V. On peut extraire de
(Vn)neN une sous-suite qui converge faiblement.

Ainsi, les suites qui convergent faiblement sont bornées et des suites
bornées on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement. Cette
propriété fondamentale permettra, a partir d’une borne, de trouver une
limite potentielle. Nous 1'utiliserons a la fin de ce chapitre et au chapitre
suivant quand nous étudierons directement 1’existence de minimiseurs
des fonctionnelles, avec des généralisations possibles a de fonctionnelles
non quadratiques. Mais avant, les résultats du paragraphe suivant vont
nous permettre de traiter tous les cas de fonctionnelles quadratiques et
plus généralement de nombreuses formulations variationnelles. Nous
renvoyons a [6] pour plus de détails sur la convergence faible.
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8 liminf [|uy|| == lim ( inf ||um||)
n—oo n—oo\m>n

9: généralisant ainsi ce que 'on avait en
dimension finie ot les compacts sont les
fermés bornés
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3.5 Lax-Milgram

3.5.1 Le théoréme de Lax-Milgram

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le théoreme de
Lax-Milgram qui est la base des résultats d’existence et d"unicité de
formulations variationnelles.

( A

Theoréme 3.5.1 (Lax-Milgram) Soient

— (V, || - l7) un espace de Hilbert,
— a: VXYV — R une forme bilinéaire continue

3Ca >0, Y(u,0) € VXV, la(u,v)| < Cqllully o)y,

(3.12)
et coercive :
Ja >0, Vo eV, a(v,0)=alvl3. (3.13)
— ¢V — R une forme linéaire continue
3AC, >0, Vo eV, [{(v)| < Collv|p. (3.14)

Alors il existe une unique solution dans V au probléme variationnel suivant :
Trouver u € V tel que

YoeV, a(u,v)="L0v). (3.15)

De plus cette solution vérifie

C
llully < ;" (3.16)

& J

Remarque 3.5.1 La condition de coercivité sur a est essentielle dans
ce théoreme. La constante a est appelée constante de coercivité.
Notons que si a est coercive alors elle est définie positive, c’est-a-dire

Vo e V\{0}, a(v,v)>0.

On peut montrer qu’il y a équivalence si V est un espace de dimension
finie. Mais si ‘V n’est pas de dimension finie, ce n’est plus vrai et
I'hypotheése de coercivité sur a dans le théoreme de Lax-Milgram ne
peut pas étre remplacée par une hypotheése sur son caractére défini
positif.

Si la forme bilinéaire est négative alors il faut tenter de montrer que
—a est coercive.

Sil existe un v € V tel que a(v, v) = 0 alors il est clair que a n’est pas
coercive. De plus s'il existe une suite (v,,)nen d’éléments de V telle
que

a\oy,0
llm ( nr n) — 0,
SN TATE

alors a n’est pas coercive non plus.

- J

Démonstration. D’apres le théoréme de représentation de Riesz (voir le



théoreme 3.3.1), comme ¢ est une forme linéaire continue sur V, il existe
F € V telle que
YoeV, {(v)=(F,v)y.

D’apreés le corollaire 3.3.2, comme a est une forme bilinéaire continue, il
existe un opérateur A : V — V tel que

Yu,v) e VxV, a(u,v)=(Au,v)y.

Le probléme variationnel : trouver u € V tel que (3.15) est vérifié est
donc équivalent a :

Trouver u € V tel que Au =F.

L'unicité d"une telle solution de (3.15) est donc équivalente & I'injectivité
de l'opérateur A et 'existence est donc équivalente a la surjectivité de A.

Montrons tout d’abord que la coercivité de a implique l'injectivité de
A et donc l'unicité d’une solution :

VoevV, aloll;, 5 a(v,0) = (Av,v)y 5 Av[lylv]lv,

ot1 (1) estdiia la coercivité de a et (2) est une inégalité de Cauchy-Schwarz
dans V. Ceci implique que

YoeV, |Avlly = alvllv, (3.17)

Lopérateur A est donc injectif.

Pour montrer que A est surjectif, commengons pas montrer que Im A
est fermé. Soit (v, )nen une suite d’éléments de Im A qui converge dans
V. On appelle v € V sa limite. Comme c’est une suite d’éléments de
Im A, il existe une suite (i, )nen d’éléments de V telle que pour tout n,
v = Auy. D'apres (3.17), on a

Vn<p, |v,- vp“(V > allu, - up||(V~

Comme (v, )nen converge c’est une suite de Cauchy et1'inégalité ci-dessus
implique que (1, )qen est également une suite de Cauchy dans V. Comme
V est un espace de Hilbert, (1, ),en converge et on appelle u € V sa
limite. A étant un opérateur linéaire continu, on a :

|Aun = Aully = |AGun — u)lly < Callun — ully.

(vn = Auy)nen converge donc vers Au et par unicité de la limite Au = v.
La limite v est donc dans Im A. Im A est donc fermé.

Comme Im A est un sous-espace vectoriel fermé de V, d’aprés la
proposition 3.2.5,ona V = ImA @ [Im A]*. Soit v € [ImA]*, on a
d’apres la coercivité de a

alloll3, < a(v,0) = (Av,v)y =0,

puisque v est dans l'orthogonal de Im A. Ceci implique donc que v = 0.
L'espace [Im A]* est donc réduit a {0}. On en déduit ImA = V. A est
donc surjectif.

3.5 Lax-Milgram
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10: Théoréme du point fixe de Picard :
Soit T une application linéaire sur un
espace de Hilbert V qui est contractante
alors T a un unique point fixe, c’est a dire
un unique u € V tel que T(u) = u.
Preuve : Soit la suite (i1, ),en définie pour
tout n par uy41 = T(1y). comme T est
contractante, cette suite est de Cauchy
dans V et comme V est complet, cette
suite converge vers une fonction u € V.
En passant a la limite dans 1,41 = T(un),
comme T est continue, on déduit que
T(u) = u. Il n'existe qu'un seul point fixe
car T est contractante.

I ne reste plus qu’a montrer le résultat de stabilité (3.16). Pour cela, il
suffit de prendre v = u dans (3.15) ce qui donne

allully, < a@u)=tw) < Cellully.
a est coercive { est continue
On retrouve bien le résultat de stabilité énoncé. O

s N

Remarque 3.5.2 (Une autre preuve du théoréme de Lax-Milgram)
Cette preuve commence comme la précédente avec l'introduction
de I'élément F € V représentant de Riesz de £ et 'opérateur A. On
montre que l'application

T:weVrw-plAw -F),

avec 0 < p < 2a/C2 est une application contractante. En effet, on a
pour tout v, w dans YV

IT@) -T@)I3, =lv-w-pA@-w)l,
= |lv - wll3, - 2pa(v —w,v —w)
+0? |A(w = w)lI3,
< (1-2pa+p*CHllv - wll3,
<Bllo-wl3, avecO<p<1.

D’apreés le théoréme de point fixe de Picard, il existe une unique
solution u# dans V de T'(u) = u, c’est a dire de Au = F.

\ J

Enfin, établissons maintenant I’équivalence entre la résolution d’une
formulation variationnelle et la minimisation d"une énergie quand I'es-
pace de travail est un espace de Hilbert.

Proposition 3.5.2 Supposons que les hypothéses du théoréme de Lax-
Milgram (voir théoréme 3.5.1) sont vérifiées et que la forme bilinéaire est
symétrique, c’est-a-dire

Y(u,v) € V%, a(u,v) =a(v,u). (3.18)

Alors la fonctionnelle ¥ définie par

L Vour %u(u,u)—l’(u)e[l%,

admet un unique minimiseur u = argming, 7.

& J

Démonstration. Notons tout d’abord que pour tout u, v dans V, on a
Fu+v)-Fu)= %a(u +o,u+v)—f(u+v)— %a(u,u) —t(u)
= % (a(u,v)+a(v,u)) —(v) + %a(v, V)
=a(u,v)—{(v)+ %a(v, v) car a vérifie (3.18).
Comme a vérifie (3.12), on a

YoeV, a(v,0)=o(v|y).
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On en déduit que 7 est différentiable et que la différentielle de 7 en u,
notée D 7 (1), est donnée par

YoeV, (DFu),v)q =au,v)—L(v).

Ainsi si u est 'unique solution de (3.15) alors D #(u) = 0 et le calcul
précédent donne

Ju+v)—Fu) = %a(v,v) >0 car a vérifie (3.13).

On en déduit que u minimise . Si # minimise ,# alors comme on vient
de montrer que 7 est différentiable, on a

YoeV, (DF(u),v)y, vy =0,

et donc u vérifie (3.15). Comme il n’existe qu'une solution de (3.15), il
n’existe qu’un minimiseur. O

Remarque 3.5.3 Nous devons insister sur le fait que la plupart des
exemples que nous avons rencontrés correspondent a des formes
bilinéaires symétriques. Dans ce cas, le théoréeme de Riesz suffit a
montrer 1'existence, 1'unicité et la continuité par rapports aux données.
Le théoréme de Lax-Milgram permet de traiter les cas non symétriques

3.6 Approximation interne générale

Revenons au cas des formulations variationnelles du type (3.3) (o1
la fonctionnelle éventuellement associée est quadratique) et anticipons
sur les objectifs d'ingénierie qui consiste a trouver des stratégies pour
résoudre numériquement le probléme variationnel (3.3). L'approximation
interne de (3.3) consiste a remplacer 1'espace de Hilbert V par un sous-
espace de dimension finie Vy C V muni de la norme de V ot on
cherche la solution de

trouver uy € Vy tel que a(un,vn) = l(vn) VYon € Vn. (3.19)

Tout la difficulté est de trouver un tel sous-espace de dimension finie.
Cependant, le caractere bien posé de cette formulation approchée (3.19)
est ensuite immédiate comme le montre le paragraphe suivant.

3.6.1 Caractere bien posé et propriétés du systeme linéaire

Proposition 3.6.1 Soit V un espace de Hilbert réel, et Vi C V un sous-
espace de dimension finie. Soit a : VXV — R une forme bilinéaire continue
et coercive sur V XV, et { : V — R une forme linéaire continue sur V.
Alors I'approximation interne (3.19) admet une unique solution.

Démonstration. L'existence et 1'unicité de uy € Vy, solution de (3.19),
découlent directement du théoréme 3.5.1 de Lax-Milgram appliqué a ‘Vy.
En effet Vy muni de la norme de V est un espace de Hilbert comme

71
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sous-espace fermé de V (car de dimension finie). De plus les propriétés
de coercivité de a et de continuité de a et { sont directement vraies dans
I'espace Vy puisqu’elles le sont dans V et que Vi C V. O

Introduisons maintenant une base (¢;)1<j<n de Vy. Le probléme (3.19)
est équivalent a :

Trouver uy € Vy tel que a (un, i) = €(¢;) V1<i<N. (3.20)

En effet, il est évident que si uy vérifie (3.19) alors en prenant vy = ¢;
pour i entre 1 et N, on obtient que uy vérifie (3.20). Réciproquement
supposons que uy vérifie (3.20). Soit vy € Vy, alors vy se décompose
danslabase (¢;)1<j<n :ON = Zf\il v'¢;. Enmulitpliantla i-iéme équation
de (3.20) par v’, en sommant toutes les équations et en utilisant la linéarité
de a(uy, -) et de £, on retrouve bien que uy vérifie (3.19).

Comme uy € Vy,onauy = Zﬁ.\il ujgbj. Posons iy = (u',...,uN)
le vecteur dans RN des degrés de liberté de uy. Le probleme (3.20) se
réécrit

N
Trouver iiy € RY tel que a (Z u]qu,qb,-) ={(¢;), VI<i<N,
j=t
qui est strictement équivalent a la résolution du systéme linéaire
Aniin = by, (3.21)

avec,pour1 <i,j <N,

(An)ij = a(dj, ¢i),  (En)i = Uy).

La coercivité de la forme bilinéaire a(u, v) entraine le caractére défini
positif de la matrice Ay . En effet, pour tout vecteur Oy € RN, en posant

N
UN = Z?ﬂgbj ot oy := (0}, ...,0N),

j=1

ona

N 2
OnTANDN = a(on, oN) = v”Z U](Pj”(v > C|on|? avec C >0,
i=1

car toutes les normes sont équivalentes en dimension finie (| - | désignant
la norme euclidienne dans RN).

Remarque 3.6.1 On retrouve que le probleme matriciel (3.21) qui est
équivalent au probléme (3.19) posséde une unique solution puisque
la matrice Ay est définie positive donc inversible.

De plus, si a(u, v) est symétrique alors Ay 1’est aussi. Dans tous les
cas, résoudre le probléme variationnel de type (3.3) par approximation
interne consiste in fine a résoudre un probleme d’algebre linéaire. La
définition d"un bon espace d’approximation interne sera le sujet des
chapitres 5 et 6. Ce seront souvent des espaces de fonctions continues



3.6 Approximation interne générale | 73

mais seulement C! par morceaux donc si I’approximation est interne cela
veut dire que 'espace V devra au moins les contenir...

3.6.2 Lemme de Céa

Nous allons maintenant comparer 1’erreur commise quand on cherche
une solution uy € Vy de (3.19) plutét que u € V dans (3.3). Le lemme
suivant, da a Jean Céa'l, montre que la distance entre la solution exacte
u et la solution approchée uy est majorée uniformément'? par rapport au

sous-espace Vy par la distance de u a Vy.

Theoréme 3.6.2 (Lemme de Céa) Soit ‘V un espace de Hilbert réel, et
VN un sous-espace de dimension finie. Soit a(u,v) une forme bilinéaire
continue et coercive sur V, et £(v) une forme linéaire continue sur V. Soit
u la solution de (3.3) et uy celle de (3.19). On a

M
lu —unlly < — inf |[[u—onllqy, (3.22)
V oneWN

ot M est la constante de continuité de a, et v sa constante de coercivité.

\ J

Démonstration. Puisque VN C V, on déduit, par soustraction des formu-
lations variationnelles (3.3) et (3.19), que '

alu —un,wn)=0 Ywy € Vn.

En considérant wy = vy — upn, on obtient alors

vilu—unll3, < alu —un, u—un)

a(u —un,u —oN)

< Mllu —unllv|lu —onllv,

qui prouve (3.22). O

Remarque 3.6.2 1l est facile de voir que M/v > 1 puisque pour tout
veV
vi[oll?, < a(v,v) < Mljol3,.

L'estimation (3.22) est ainsi cohérente avec le fait que nous avons par
définition
inf |[u—on|ly < [lu—unllv.
oNEVN

\ J

Le lemme de Céa est I'outil fondamental pour étudier la convergence de
I’approximation interne. Ce résultat est remarquable car il nous indique
que l'erreur de toute approximation interne est contrdlée par la meilleur
approximation que 'on peut trouver de u dans Vy.

1l peut étre amélioré!* dans le cas oi1 4 est symétrique.

[Proposition 3.6.3 On se place sous les hypotheéses du lemme 3.6.2 de CéaJ

11: Jean Céa 1932-2023 dont le titre de
la these était Approximation variationnelle
des problemes aux limites

12: uniformément signifie ici que la dis-
tance ne dépend pas de uy mais bien de
“Vn et de sa capacité a approcher 1’espace

13: L'égalité suivante est fondamentale
et elle signifie que 'erreur u — uy est "or-
thogonale" a Vi pour la forme bilinéaire
a.

a(u —un,u —oN)+a(u —uy,oN — UN)

14: Puisque M > v donc ,l% <M

v
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15: On dit souvent en francais "On n’a
rien sans rien" ou encore en anglais "there
is no free lunch"!

auxquelles on ajoute le fait que a est symétrique, alors

M .
lu —unlly </— inf [ju—only. (3.23)
V oneW

Démonstration. Nous savons que dans le cas oli a est symétrique alors
elle définit un produit scalaire sur V équivalent au produit scalaire usuel.
Par le théoréme 3.2.2 de projection orthogonale, on a

viu—unll3, < a(u—uy,u —uy) < a(u —oy,u —ovN) < Mllu-oyl3,

d’ot le résultat. O

Theoreme 3.6.4 (Convergence de I'approximation interne) On se place
sous les hypothéses du lemme 3.6.2. On suppose qu’il existe un sous-espace
W dense de V et, pour chaque N, une application rn : W — Vy tels que

Yo e W, Nlim llo —rNol|ly =0, (3.24)
—+00
alors
lim ||u - LIN”(‘V = 0, (3.25)
N—+co

oti u est la solution de (3.3) et un celle de (3.19).

\ J

Démonstration. Soit ¢ > 0, ‘W est dense dans YV dong, il existe w € W
tel que

= wlly < >
V=om
D’apres I'hypothese (3.24), il existe N(¢&) > 0 tel que
VN = N(e), lw—rywlly < -5
2 , NWilv < o5
D’aprés le lemme (3.6.2) de Céa, nous avons donc
M M

e = unlly < S = rveolly < = [l =wlhy + o - velly| <,

ce qu'il fallait démontrer. O

Cerésultat estimportant car il indique que la méthode d’approximation
interne converge tout le temps, sans hypothese supplémentaire sur les
données ou sur la solution a approcher. Cependant, si une information
qualitative de la convergence est nécessaire, on verra que des hypothéses
supplémentaires sont nécessaires'®. Ce sera le sujet du chapitre 7.



Etude mathématique des
problemes aux limites

Les outils d’analyse hilbertienne et les espaces de Sobolev adaptés vont
nous fournir un cadre puissant et relativement général pour I’analyse des
problemes aux limites introduits au premier chapitre. C’est 'objectif de
ce chapitre, avant d’aborder les questions de discrétisation des chapitres
suivants.

4.1 Introduction

Nous allons maintenant traiter plusieurs problemes aux limites élé-
mentaires ol les EDPs considérées sont de la forme

—Au+au=f, dansQ

avec a > 0 complétées d'une condition aux limites de type Dirichlet

homogene
u=0, surdQ

ou de type Dirichlet non homogene
u=g, surdQ

pour une certaine fonction ¢ du bord ou de type Neumann non homo-
gene
Vu-n=g, surdQ

pour une certaine fonction ¢ du bord. La condition de Robin non homo-
gene
Vu-n+Au=g, surdQ

pour A > 0 et une certaine fonction g du bord sera étudiée en exercice.

Nous allons utiliser I'approche variationnelle présentée au chapitre 3
et le cadre fonctionnel présenté au chapitre 2. Il suffit alors de supposer
peu de régularité sur les données, par exemple pour le terme source f,
il suffit qu’il soit dans L?(Q2). Nous verrons que pour les données au
bord, cela dépendra de si c’est une condition aux bords de Dirichlet
ou Neumann. Comme nous allons manipuler des fonctions qui sont
typiquement seulement dans L2, I’équation aux dérivées partielles et
la condition aux limites sont donc supposées étre vérifiées seulement
presque partout, respectivement dans Q et dans dQ. On verra a la section
4.4.2 si on peut montrer a posteriori que la solution est réguliere si les
données le sont et par exemple a quelles conditions sur les données et le
domaine il existe une solution classique de ces problemes aux limites.

Nous allons également mettre en évidence comment les conditions
aux limites interviennent dans ces différentes formulations. Ainsi cer-
taines conditions aux limites apparaissent de maniere naturelle dans la
formulation variationnelle et la minimisation de l'énergie, on parlera de
conditions aux limites naturelles; alors que d’autres apparaissent de
maniere explicite dans 1'espace variationnel, on parlera de conditions
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1: le cas des conditions de Robin sera
traité en exercice

2: et manipuler seulement des intégrales

3: Notons qu’il nest pas possible de gar-
der ce terme dans la formulation varia-
tionnelle car I'hypothése de continuité
de la forme bilinéaire dans le théoreme
de Lax-Milgram nécessiterait de contro-
ler ce terme en fonction de la norme H'.
Ceci est impossible (voir le théoréeme de
trace 2.2.18).

aux limites essentielles. Un soin particulier sera consacré a I'équiva-
lence entre chaque probléme aux limites et sa formulation variationnelle
associée.

Pour étudier le caractere bien posé (existence, unicité et stabilité par
rapport aux données) de ces formulations variationnelles, nous allons
essayer d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram. Ainsi nous verrons
que la situation est plus simple pour a > 0. Pour a = 0, c’est plus
subtil, mais le théoréme de Lax-Milgram dans le cas des conditions de
Dirichlet s’applique toujours ! et une des hypothéses du théoréeme n’est
plus vérifiée dans le cas des conditions de Neumann.

4.2 Etude d’un probléme elliptique scalaire

Onsuppose Q un ouvertborné de R? a frontiére suffisamment réguliére
(voir la définition 1.2.1).

4.2.1 Conditions de Dirichlet homogénes

Nous considérons le probleme aux limites suivant :

Trouver u € H'(Q) telle que

—Au+au=f, dansQ,

P
u=0, sur dQ), *p)

ot f est un terme source connu supposé dans L?(QQ) et & > 0.

Construction de la formulation variationnelle On suppose que u €
H!(Q) vérifie (Pp). Inspiré par ce que nous avons fait a la section ??,
pour obtenir une formulation variationnelle, il faut multiplier I'équation
volumique écrite sur ) par une fonction test v et intégrer sur €. Il faut
ensuite utiliser la formule de Green écrite pour des fonctions vivant dans
les espaces de Sobolev : celle du théoréme 2.2.19 a priori. Pour l'utiliser,
il faut que u soit dans H%(Q) et v dans H(Q).

Comme nous pouvons choisir les fonctions tests, prenons v dans
H!(Q). Que savons-nous de u ? Nous savons que u est dans H'(Q) et
d’apres I'équation volumique de (Pp), que —Au = f — au € L*(Q). On
en déduit que u € H(Q, A). Cependant, rien ne nous assure que u est
dans H%(Q). 1l serait donc plus pertinent d’utiliser la formule (2.30).
Cependant, comme expliqué a la remarque 2.2.5, nous allons supposer
pour simplifier la formule? que u € H?(Q). Nous pouvons appliquer la
formule de Green du théoréme 2.2.19 et nous trouvons

Vu-Vo+ dQ - Vu- dr = dQ. 4.1
/Q[_u Vo auv] /ag_u 71|an|90 ‘/va 4.1

Que faire de l'intégrale surfacique ? Nous n’avons aucune information
sur la dérivée normale de u surlebord Vu - n | 803 II faut donc éliminer ce
terme. Pour cela, il suffit de choisir des fonctions tests v qui s’annulent au
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bord, c’est-a-dire v € H(l)(Q) (voir la proposition 2.2.15). Nous obtenons
que u vérifie

Yo € Hy(Q), / [Vu-Vo+auv| dQ= /fde.
Q Q
D’apres la deuxieme relation de ($p) et d’apres la proposition 2.2.15, on
aqueu € H(l)(Q).
Ainsi si u vérifie (Pp) alors u vérifie la formulation variationnelle

Trouver u € Hé(Q) telle que

Yo € Hy(Q), /Q[yu-yvmuv] dQ:/vadQ. (FVp)

La condition aux limites de Dirichlet intervient donc directement dans
'espace variationnel dans lequel on recherche la solution et dans lequel
vivent les fonctions tests. On parle dans ce cas de conditions aux limites
essentielles.

Remarque 4.2.1 Si on ne veut pas supposer que u € H?(QQ) pour
obtenir (4.1), il faut utiliser la formule avec les crochets de dualité (2.30).
Montrons que c’est un peu plus technique, mais que la conclusion est
la méme. Dans ce cas, il faut remplacer dans (4.1), I'intégrale surfacique
par le crochet de dualité

(Vi - 1|50, 0 s Yim o g

Comme nous n’avons aucune information sur Vu - 1|, , nous devons
choisir v € H(l)(Q) et le crochet de dualité disparait. Nous aboutissons
donc bien a la méme formulation variationnelle.

J

Remarque 4.2.2 Une autre méthode pour obtenir cette formulation
variationnelle est d’écrire que comme d’apres I'EDP, u a un laplacien
faible (Au € L2(Q)) U = Vu a une divergence faible (puisque A =
V - V) et par la définition 2.1.2

Yo € C(Q), /Aude:—/Yu-Yde.
Q Q
On en déduit que
VUEC?(Q),/[Yu~YU+auv] dQ:/fde.
Q Q

Puisque la définition 2.2.2 implique que C°(Q) est dense dans H}(€2),
ceci est vrai pour tout v € H(l) (Q). Mais attention, cela ne fonctionne
qu’avec des conditions de Dirichlet ot les fonctions tests sont dans
H(Q).

Equivalence Montrons maintenant qu’en résolvant la formulation

variationnelle (FV p), on aura bien résolu le probleme aux limites (#p).

C’est une étape importante, car elle permet de vérifier qu’on a considéré
"assez" de fonctions tests et que nous n’avons perdu aucune information
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sur le probléme aux limites. Cela permet de justifier en particulier dans
ce cas qu’en choisissant des fonctions tests dans H}(C2) pour éliminer
le terme de bord, nous n’avons perdu aucune information pour autant.
Supposons donc que u vérifie (FV p) et montrons que u vérifie (£p).

Tout d’abord comme u est dans H(l)(Q), d’apres la proposition 2.2.15,
ona
u=0, surdQ.

Montrons maintenant que (FV p) permet de déduire que u a un laplacien
faible dans L*(Q) ou en d’autres termes que U := V u a une divergence
faible (nous rappelons que V -V = A). Pour cela, il suffit de montrer
qu'il existe une fonction L € L?(Q) telle que

Vv € C2(Q), /Vu'Vdez—/Lde,
Q Q

dans ce cas L = Au. Dans (FV p), si on choisit v € CX(Q)(c H(Q)), on
a alors :

/(Vu‘Vv+auv) sz/fde,
Q Q

/QVM'VUdQ:/Q(f—au)de.

ot f — au € L*Q). La fonction u a bien un laplacien dans L?(Q) et
—Au = f — au dans L*(Q) et donc presque partout dans Q :

soit

—Au+au—-f =0, presquepartoutdans Q.

Remarque 4.2.3 Pour les personnes qui sont familieres avec les dis-
tributions et la dérivation au sens des distributions (voir Section
2.3), il n’est pas indispensable d’utiliser la formulation variationnelle
comme ci-dessus pour définir le laplacien au sens faible. En effet, le
laplacien est toujours défini au sens des distributions. En utilisant
la définition (2.3.2), on a en effet pour tout u € D’(Q) et pour tout
v eCX(Q)

u 80
(Au, v)p(Q),p@Q) = Z( E >D @),0@) = —{Vu, Voipq),pe)-
i

Ainsi, pour u € H(Q), on a pour tout v € CZ(Q),
Vu-VodQ = Vu,Voy = —(Au,v)py .
‘/Q W) e (Vu, Voloa)po) = —(A1, v)p@)pe

De plus, pour tout v € CZ(Q) comme L%(QQ) € D’(Q) on a également

/ uovdQ = (u, U>D’(Q)/D(Q) et / f vdQ = <f, U)D/(Q),D(Q).
Q Q

Ainsi, si u vérifie (FVp), alors

Vo € C2(Q), (-Au+au - f,v)p)pq) =0,
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soit
—Au+au—f =0, dansD'(Q).

Comme f et u sont dans L?(Q), cette égalité est vraie dans L.2(Q) et
donc presque partout dans Q.

Caractere bien posé de (FVp) dans le cas & > 0. Nous allons montrer
maintenant que la formulation variationnelle (FV p) admet une solution

unique en utilisant le théoréme de Lax-Milgram (voir le théoréme 3.5.1).

On introduit donc la forme bilinéaire a : Hj(Q) x Hj(Q) — R et la forme
linéaire ¢ : H(l)(Q) — R définies par

Yo,w € Hy(Q), a(w,0) :=/[Yw-Yv+awv] dQ,
Q

Yo € Hy(Q), €(v)=/fv dQ.
Q

— (H(l)(Q), Il - llen(qy)) est, d’apres la proposition 2.2.5, un espace de
Hilbert (en tant que sous-espace fermé de H!(Q)).

— la forme bilinéaire a est continue. En effet, en utilisant des inégalités
de Cauchy-Schwarz, on trouve

Vo,w € Hy(Q), la(w,0)| < [V wllizq)llY ol + allwlizololhzq)

<A+ a) lwllgollollh )
— la forme bilinéaire a est coercive puisque a > 0 et

1 - 2
VU € HO(Q)/ |ﬂ('(], U)l Z mln(]-/ a)”UHHl(Q);
— la forme linéaire ¢ est continue. En effet, en utilisant une inégalité
de Cauchy-Schwarz, on trouve

Vo € H(l)(Q)/ @) < Ifllz@llollize) < 1flleollollne)-

Toutes les hypotheses du théoréme de Lax-Milgram sont donc satisfaites
et on peut conclure qu'il existe une unique solution u € Hj(QQ) de
(FVp).

Il est facile de (re-)démontrer la stabilité de la solution par rapport
aux données. En effet, 'unique solution u € Hy(Q) de (FVp) vérifie la
formulation variationnelle pour tout v € H}(Q2) et donc en particulier
pour v = u. On obtient dans ce cas :

a(u,u) =L(u),

en utilisant d"une part la coercivité de a et d’autre part la continuité de ¢,
on obtient

min(1, a)l|ullfy ) < (e, u) = €w) < |lfllzollullm o)
Cela signifie que si f = 0 alors u = 0 (ce qui était évident) et si f # 0
alorsu # 0% et
I f1lt2 ()

< .
lulle ) < min(l, a)

4: u = 0 ne peut pas étre solution de
(FVp)sif #0
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5: On peut écrire également que 1'appli-
cation

f eL*(Q) - u e HY(Q)

ot 1 est1'unique solution dans Hé(Q) de
(FVp) ou de (Pp), est une application
linéaire continue.

La formulation variationnelle (FVp) et donc le probléme aux limites
(Pp) (puisqu’il y a équivalence) est donc bien posé dans H(l) (Q) au sens
de Hadamard (voir la définition 3.1.1)°.

Notons que dans cette preuve, on utilise de maniére cruciale (notam-
ment pour établir la coercivité de a) que a > 0. Le cas @ = 0 doit donc
étre traité a part.

Caractere bien posé de (FVp) dansle cas « = 0. Danslecas, ot =0,
le probleme aux limites s’écrit

Trouver u € H'(Q)

—Au = f, dans (),
u=0, sur dQ,

et d’apres ce qui précéde, ce probléme est équivalent a la formulation
variationnelle

Yo € Hy(Q), /Yvasz/fde.
Q Q

La différence principale avec le cas @ > 0 concerne la preuve du caractére
bien posé du probléme.

On montre comme précédemment que la forme bilinéaire a est continue
dans H(Q) x Hj(Q) et que la forme linéaire ¢ est continue dans Hj(Q)
quand Hé(Q) est muni de la norme || - ||{1(q). La difficulté se concentre
donc sur la preuve de la coercivité de a. Rappelons que

Yo € H(l)(Q), a(v,v) = / Vo> dQ.
o)

Nous reconnaissons donc la semi-norme H, | - | (@) dont nous savons
grace a l'inégalité de Poincaré (voir la proposition 2.2.20) qu’elle est
équivalente alanorme |||t (q) (voir le corollaire 2.2.21). Plus précisément,
nous avons

1
Vo e H(Q), ol 2 10y
p

ou Cp est la constante de Poincaré. La forme bilinéaire est donc coercive,
et la constante de coercivité est égale a (C; +1)7".

Toutes les hypothéses du théoreme de Lax-Milgram sont donc satis-
faites. On peut donc conclure qu’il existe une unique solution u € H(l) Q)
de (FVp) méme dans le cas a = 0. Pour démontrer la stabilité, il suffit
d’utiliser la méme démarche que précédemment et on trouve :

llullin) < (Cp + DIIfllia-

Remarque 4.2.4 D’apreés le corollaire 2.2.21, H(l) (Q) muni de la semi-
norme H! est un espace de Hilbert. Nous aurions pu donc démontrer
que toutes les hypotheses du théoréme de Lax-Milgram sont vérifiées

pour | - |1 (0)-
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4.2.2 Conditions de Dirichlet non homogenes

Nous considérons le probleme aux limites suivant :

Trouver u € H(Q)

P
u=g, sur 0Q), o)

{—Au +u=f, dansQ),
ol f est un terme source connu supposé dans L2(Q). Notons que par
rapport au cas précédent, nous avons choisi a = 1, la difficulté de ce cas
se situant surtout sur la condition aux limites qui est maintenant non
homogene.

La premiére question est 1’espace auquel doit appartenir la donnée
. Si une solution u de (Pg) existe, ¢ est par définition sa trace sur dQ.
Donc ¢ est dans L?(9Q). Mais il est important de se souvenir (voir la
proposition 2.2.14) que toutes les fonctions de L?*(dQ2) ne sont pas des
traces de fonctions de H'(Q). Pour espérer trouver une solution dans
H(Q), il faut nécessairement que

g € Imyy.

Construction de la formulation variationnelle. On suppose que u
vérifie (P¢). Pour construire la formulation variationnelle, les étapes sont
strictement identiques a celles de la section précédente. Nous obtenons
alors

Yo € H)(Q), /[yu-yv+ uo| dQ:/fde.
Q Q

Dans le cas présent, u n’est pas dans H(l)(Q) puisque sa trace n’est pas
nulle sur le bord. Comme nous n’avons pas utilisé la condition aux limites,
il faut donc garder cette information dans la formulation variationnelle
qui est donc

Trouver u € H'(Q) telle que u\ o =get

Yo € Hy(Q), /Q[Yu~Y0+ uo| dQ:/vadQ. (FVy)

Equivalence. Pour démontrer I'équivalence, 1a encore les étapes sont
strictement équivalentes a celle de la section précédente pour les condi-
tions de dirichlet homogeénes. Nous ne redétaillerons pas cette étape.

Caractére bien posé de (FV). Pour appliquer le théoréme de Lax-
Milgram, il faut que I'espace ot1 la solution est recherchée soit le méme
que l'espace ot1 vivent les fonctions tests. Ici, v € H(l) (Q) alors que, sauf si
g =0, cen’est pas le cas de u. Pour y remédier, nous allons utiliser un
relevement de ¢ € Im yp. D’apreés la proposition 2.2.14,

Jug € HY(Q) telle que ug|,, = g et [luglm@) < Cliglmpy.  (42)
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Il suffit alors d’écrire la formulation variationnelle vérifiée par 1o = u—ug
qui par linéarité est

Trouver 1, € H(l) (Q) telle que

Yo € Hy(Q), /[Yuo-Yv+ o 0| dQ:/fde
Q Q
+/[yu8.yv+ ugv] dQ. (FV%)
Q

Nous pouvons maintenant tenter de vérifier que toutes les hypothéses
du théoréme de Lax-Milgram sont vérifiées. On introduit donc la forme
bilinéaire a : H(l)(Q) X Hé(Q) — R et la forme linéaire ¢ : Htl)(Q) - R
définis par

VU,ZUEH(l)(Q), a(w,v) ::/ [Yw-Yv+ wv] dQ,
Q

Yo € Hy(Q), z(v):/fdeJr/[yug.yw ugv| dQ.
Q Q

— (Hé(Q), Il - llt(qy)) est, d’apres la proposition 2.2.5, un espace de
Hilbert (en tant que sous-espace fermé de H!(Q)).

— la forme bilinéaire a est continue. En effet, en utilisant 1'inégalité
de Cauchy-Schwarz dans H!(Q), on trouve

Vo,w € Hy(Q), a(w,v)| = |(v, 0ol < ol llollm o)y
— la forme bilinéaire a est coercive puisque
Vo e HY(Q), 1a(0,0)] = [0l 0y

— la forme linéaire ¢ est continue. En effet, en utilisant une inégalité
de Cauchy-Schwarz dans L? pour la premiére intégrale et H! pour
la deuxiéme, on trouve

Yo e HY(Q), [0()] < |Ifllzollolhzq) + llugllm@llollm o)
< [z + Cliglmoo | 1ol

ol on a utilisé (4.2).

Toutes les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont donc satisfaites

et on peut conclure qu'il existe une unique solution 1y € Hj(Q2) de
(FV%).

Remarque 4.2.5 En remarquant que la forme bilinéaire a n’est rien
d’autre que le produit scalaire H!, nous aurions pu utiliser le théoréme
de représentation de Riesz (voir théoréme 3.3.1). En effet, comme
d’apres ce qui précede ¢ est une forme linéaire continue de H}(Q2) qui
est un espace de Hilbert, il existe un unique 1y € Hy(Q) telle que

Yv € H(l)(Q), (0, V) () = £(0).

Ceci nous donne donc que (F V’g) a une unique solution qui est le

représentant de Riesz dans Htl)(Q) de £.
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Pour (re-)démontrer la stabilité de 1y par rapport aux données, il suffit
de prendre v = 1 dans (F Vfg) et on obtient

lluoller @) < 1fllz@) + ClIg llimeyo)-

11 existe donc au moins une solution u € H(Q) de (FV ¢) qui est donnée

par u = ug + ug olt ug vérifie (FV%) et ug est 'unique solution de (FV7%).

Comme il n'y a pas unicité du relévement, il est naturel de se poser la
question de 1"unicité. Supposons u et u” deux solutions dans H'(Q) de
(FVg). Par linéarité u — u’ € H(l)(Q) vérifie

Yo € Hy(Q), /[Y(u—u’)-Yv+(u—u’)v] dQ =0.
Q

En prenant v = u — u’, on aboutit a ||u — u'||1(q) = 0 et donc u = u’
presque partout dans Q.

Nous venons de prouver qu'il existe une unique solution u € H'(Q)
de (FV¢) et donc de (P).

4.2.3 Conditions de Neumann non homogénes

Nous considérons maintenant le probléeme aux limites suivant :

Trouver u € H'(Q) telle que

-Au+au=f, d Q,
{ f ans )

Vu-n=g, sur JQ,

ol f est un terme source connu supposé dans L?(Q), a > Oet g €
L2(9Q). L'approche variationnelle est un peu différente de celle vue
précédemment c’est pour cela que nous redétaillons les différentes
étapes.

Construction de la formulation variationnelle. On suppose que u €
H!(Q) vérifie (Py). Comme précédemment, pour obtenir une formulation
variationnelle, il faut multiplier I’équation volumique écrite sur Q par
une fonction test v et intégrer sur Q. Il faut ensuite utiliser la formule de
Green écrite pour des fonctions vivant dans les espaces de Sobolev : celle
du théoréme 2.2.19 a priori. Pour l'utiliser, il faut que u soit dans H*((2)
et v dans H'(Q).

Comme nous pouvons choisir les fonctions tests, prenons v dans H(Q).

Que savons-nous de u# ? Nous savons que u est dans H!(Q) et d’aprés
l'équation volumique de (Pp), que —Au = f —au € L%(Q). On en déduit

que u € H'(Q, A). Cependant, rien ne nous assure que u est dans H>(Q).

Il est donc plus pertinent dutiliser la formule (2.30). Comme expliqué a
la remarque 2.2.5, nous allons supposer pour simplifier la formule © que
u € H%(Q). Nous pouvons appliquer la formule de Green du théoréme
2.2.19 et nous trouvons

/Q[Y“'YU"'“”U] dQ—/ Yu~11|agv|mdl":/gfvd0. (4.3)

dQ

6: et manipuler seulement des intégrales
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7: Notons que si nous avions pris une
fonction test v € Hg) (Q), ce terme aurait
disparu. Nous aurions abouti a une autre
formulation variationnelle mais qui n’est

pas équivalente au probleme aux limites.

En effet, il n"aurait pas été possible de
retrouver la condition aux limites.

Dans le cas du probleme avec des conditions de Neumann, nous avons
une condition sur la dérivée normale de u sur le bord Vu - r_l| 0 =81
suffit donc d"utiliser cette information’. Nous obtenons que u vérifie

Vo € H(Q), /[Yu'YU+auv] sz/fde+/ gv|anl".
Q Q Fle)

Ainsi si u vérifie (P) alors u vérifie la formulation variationnelle :
Trouver u € H'(Q) telle que

Vv € H(Q), / [Yu'YU+auU] dQ
Q

=/fde+/ §0|,qdl. (FVy)
Q 2Q

La condition aux limites de Neumann a été prise en compte dans la
formulation variationnelle (et non dans I’espace variationnel). On parle
dans ce cas de conditions aux limites naturelles.

Remarque 4.2.6 Si on ne veut pas supposer que u € H?(Q) pour
obtenir (4.3), il faut utiliser la formule avec les crochets de dualité
(2.30). C’est un peu plus technique, mais la conclusion est la méme.
Dans ce cas, il faut remplacer dans (4.3), 'intégrale surfacique par le
crochet de dualité

(V- 1], 0] s Dtmya, tmyo-

Nous pouvons utiliser la condition aux limites V u - 11| )q = g dansle
crochet de dualité. Comme g et ?J| Jq Sont dans L2(9Q), ce crochet de
dualité n’est rien d’autre qu’une intégrale sur dQ). Nous aboutissons
donc bien a la méme formulation variationnelle.

Equivalence. Montrons maintenant qu’en résolvant la formulation
variationnelle (FV y), on aura bien résolu le probleme aux limites (Py).
Supposons donc que u vérifie (FV i) et montrons que u vérifie (Py).

Pour retrouver 'EDP volumique, il suffit de procéder comme précé-
demment. En d’autres termes, il suffit de considérer des fonctions tests
v € CX(Q) c HY(Q). Dans ce cas, (FV y) se simplifie puisque ZJ| =0

Yo € CZ(Q), /[Yu~Yv+auv] dQ:/fde. (4.4)
Q Q

Nous retrouvons une formulation qui permet encore de montrer que u a
un laplacien faible dans L?(Q) puisque

Yov e CZ(Q), /Yu-Yde:—/(au - f)v dQ.
Q Q

ot au — f € L*(Q). Cela signifie par définition (voir la définition 2.1.2)

que V u a bien une divergence faible dans L*(Q2) qui n’est rien d’autre

que au — f.Onadonc que Au = au — f dans L?(Q) et donc
—Au+au—f =0 presque partout dans Q.

Nous avons donc retrouvé I'EDP volumique de (Pn).
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Pour retrouver la condition aux limites, il faut continuer a exploiter
(FVn) pour des fonctions tests qui ne vont maintenant plus s’annuler
au bord. Nous savons maintenant que u vérifie I'EDP de ($y) donc
u € HY(Q, A). Comme expliqué a la remarque 2.2.5, nous allons supposer
pour simplifier la formule (et manipuler seulement des intégrales) que
u € H%(Q).Nous pouvons appliquer la formule de Green du théoréme
2.2.19 et nous trouvons

Vv € H(Q), /[—Au+au]de+/ Yu-;ngvLmdl"
Q oQ

:/fde+/ §0|,,dT. (45)
Q 0Q

Comme —Au + au — f = 0 presque partout dans €, les intégrales
volumiques se simplifient et on obtient

Yo € H(Q), /ao [Yu '71’39—8] U|aQ dl' = 0.

D’apres la proposition 2.2.14, pour tout v € H(Q), v| o0 € Imyp et
Vi € Imy,, Jo e H(Q) 0|, = ¢.

On en déduit que

VYo € Imyy, / [Yu-;gbg—g] edl'=0,
Q0
autrement dit
Vu-n|,,—g€L*9Q)est telle que Vu - n|,., — g € [Im yo]*,

ot l'orthogonal est défini pour le produit scalaire de L*(dQ2). Comme
Im y, est dense dans L?(dQ), d’apreés le corollaire 3.2.6, on en déduit
que

Vu- 11| J0 — & =0dans L%(9Q) et donc presque partout sur JQ.

On retrouve donc la condition aux limites de (Py).

Remarque 4.2.7 Si on ne veut pas supposer que u € H?(Q2) pour
obtenir (4.5), il faut utiliser la formule avec les crochets de dualité (2.30).
Montrons que c’est un peu plus technique, mais que la conclusion
est la méme. Il faut tout d’abord remplacer dans (4.5) l'intégrale
surfacique par le crochet de dualité. Comme u vérifie I'EDP, les
intégrales volumiques se simplifient et on obtient

Vo e H(Q), (Vu-n|y,-g,v

(;Q>[Imy0]’,1my0 =0.
Pour les mémes raisons que précédemment, on en déduit que
Vo eImyo,  (Yu-n|yq = & @imypol imyo =0

soit

Vu- @|80 — ¢ =0dans [Imyy]'.
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Comme g € L%(dQ), I'égalité est vraie dans L%(dQ) et donc presque
partout sur dQ.

Caractere bien posé de (FVy) dans le cas &« > 0. Nous allons montrer
maintenant que la formulation variationnelle (FV n) admet une solution
unique en utilisant le théoréme de Lax-Milgram (voir le théoréme 3.5.1).
On introduit donc la forme bilinéaire a : H(QQ) x H'(QQ) — R et la forme
lingaire ¢ : H'(QQ) — R définies par

Vo, w e H(Q), a(w,v) :=/[Yw-Yv+awv] dQ,
Q

Vo € H(Q), f(v)=/fvd0+/ §0|yq dT.
Q 2Q

— (HY(Q), || - Il () est un espace de Hilbert.
— la forme bilinéaire a est continue. En effet, en utilisant des inégalités
de Cauchy-Schwarz, on trouve

Vo,w e HY(Q), la(w,0)| < [[Vwllizq)llY ol + allwllizollolhzq)

< (1 +a) lwllg@llollh )

— la forme bilinéaire a est coercive puisque a > 0 et

Vo e H'(Q), (v, )] 2 min(1, ) [oll%,

— la forme linéaire £ est continue. En effet, en utilisant des inégalités
de Cauchy-Schwarz dans L2(Q) et L2(9Q), on trouve

Vo e HY(Q), £)] < Iz llolhew) + 118leoo o]0 lizeo)
< [||f||L2(Q) + C0||8||L2(30)] 121l ().

ot1 on a utilisé la continuité de 1’application trace (voir le théoréme
2.2.13)

Toutes les hypotheses du théoréme de Lax-Milgram sont donc satisfaites
et on peut conclure qu'il existe une unique solution u € H(Q) de
(FVN).

Pour (re-)démontrer la stabilité de u par rapport aux données, il suffit
de prendre v = u dans (FV ) et on obtient en utilisant la coercivité de a
d’une part et la continuité de ¢ d’autre part que

Il fll2) + Collglliza0)
min(1, &) '

lullen @) <

Caractere bien posé de (FV ) danslecas « =0? Danslecas,oua =0,
le probleme aux limites s’écrit :
Trouver u € H'(Q)
—-Au = f, dans Q,
{ f (4.6)

Vu-n=g, surdQ,
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et d’apres ce qui préceéde, ce probleme est équivalent a la formulation
variationnelle

Vo € H(Q), /

yu-yde:/fde+/ g0, dl.  (47)
Q Q 2Q

Est-ce que ce probléme est bien posé dans H!(Q)? Il est facile de voir
en utilisant le probleme aux limites ou la formulation variationnelle
que s'il existe une solution u alors pour toute fonction constante notée
C, u + C est également solution. Il n'y a donc pas unicité. De plus, en
prenant v = 1 dans (4.7) qui est bien dans H'(Q), on trouve

dQ dI' =0. 4.8
[ ] e s

On appelle cette condition, la condition de compatibilité. Si (4.8) n’est pas
satisfaite, il n'y a pas existence d"une solution.

Puisque le probleme n’est pas bien posé, cela signifie en particulier
qu’une des hypotheses du théoréme de Lax-Milgram n’est pas vérifiée.
En effet la coercivité de la forme bilinéaire associée

Vo, w e HY(Q), a(w,v) :=/Yw-Yde
Q

fait défaut puisque 'on a
VCeR, v=CdansQ, a(v,v)=0 et ||U||12_11(Q) = C?|Q|.

Cette difficulté est intimement liée au fait qu’il ne peut exister qu'une
solution définie a une constante additive prés.

Nous allons montrer qu’il est possible de rajouter des conditions au
probleme pour qu’il devienne bien posé. Tout d’abord, il faut nécessai-
rement supposer que f et g vérifient la condition de compatibilité (4.8)
pour espérer construire une solution. De plus, il ne peut exister qu'une
solution a une constante additive prés. Pour lever cette indétermination,
il faut "fixer" la constante en fixant par exemple la moyenne. Par linéarité,
il suffit de supposer que la solution est recherchée dans

V:={veH(Q), m)=0} ou m()= / v dQ.
Q

Nous introduisons donc la formulation variationnelle

Trouver u € V telle que

VoeV, /yu-yvdgz/fvd9+/ §0),ndl.  (FV4})
Q Q 2Q

Dans cette nouvelle formulation variationnelle, 1’espace des fonctions
tests est donc strictement inclus dans H!(Q). Il n’est donc absolument pas
évident que cette nouvelle formulation variationnelle est bien équivalente
a (4.7) (qui a été démontrée, précédemment, étre équivalente a (4.6)). 11
est facile de voir que si u vérifie (4.7) alors u vérifie en particulier (FV'},).
Supposons maintenant que u vérifie (FV;), alors pour tout v € H'(Q),

87
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v —m(v)|Q|™" est dans V. On a donc

[vu-ve-mei0r a0
Q
= /Q £ (o -m@|QI™) dQ + /mg(v—m(vnerwm ar

soit

/Yu-Yde
Q

='/vadQ+/80gv|anF—m(U)|Q|1 [/QfdQ+/an dl’}.

Comme la condition de compatibilité (4.8) est satisfaite, on retrouve bien
que u vérifie (4.7).

Montrons maintenant que pour (FV') les hypotheses du théoréme de
Lax-Milgram sont bien satisfaites. (voir le théoréme 3.5.1). On introduit
donc la forme bilinéaire a : V X V — R et la forme linéaire £ : V — R
définies par

Yo,weV, alw,v) ::/Yw-Yde,
Q

Yo eV, f(v):/fde+/ § 0|y, dT.
Q 2Q

— (V. Il - llq)) est un espace de Hilbert en tant que sous-espace
fermé de H!(Q). En effet, V est le noyau de la forme linéaire

L2(Q) - R

m:
UH/UdQ
Q

qui est bien continue dans L?(Q2) (d’apres I’ inégalité de Cauchy-
Schwarz) et donc dans H'(Q).

— la forme bilinéaire a est continue. En effet, en utilisant 1'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on trouve

Yo,w eV, |a(w,0)] <[|[VwllizgllVollizg < llwllmollolme):

— la forme bilinéaire a est coercive puisque dans V, nous pouvons
utiliser 'inégalité de Poincaré-Wirtinger (2.34)

1 2
YoeV, |a(v,v)] = @”UHHl@),

ot C; est la constante qui intervient dans (2.34).
— la forme linéaire £ est continue. En effet, en utilisant des inégalités
de Cauchy-Schwarz dans L(Q) et L2(9Q2), on trouve

YoeV, [0@) < Ifllzalovlli + 18leealo]qlhze
< (Iflle2@) + Collgllza)llollm @),

ot1 on a utilisé la continuité de ’application trace (voir le théoréme
2.2.13)
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Toutes les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont donc satisfaites.
Il existe donc une unique solution # dans V de (FV'}) et donc de (4.7) et
de (4.6) a condition que la condition de compatibilité (4.8) soit satisfaite.

4.3 La méthode directe du calcul des variations

La méthode directe du calcul des variations est une méthode per-
mettant de trouver des solutions a des problémes de minimisation par
minimisation directe et sans passer par la résolution d'une équation de
type Euler-Lagrange. A des fins d'illustration de la méthode, on reprend
un exemple déja étudié précédemment avec la fonctionnelle

Vo € HY(Q), f@=%AWMQHM—LﬂWQMQ

et I'on souhaite montrer que # admet un minimum sur H(l)(Q). La
méthode comporte 3 étapes :

(1) On montre que 7 est minorée sur H(l)(Q). Ceci entraine que l'infi-
mum m = infveH(lJ(Q) J(v) existe.

(2) On considere une suite minimisante de ¢ sur Hg)(Q), C’est-a-dire
une suite (v, )nen telle que

lim #(v,) = m. (4.9
n—+oo
On extrait une sous-suite éventuelle de (v, )en qui converge (éven-
tuellement faiblement) dans H(l)(Q). Pour cela, il suffit de montrer
que puisque (£ (v,))nen est borné alors (v,)sen est bornée dans
Hé(Q). On aura alors () — Ve faiblement dans H(l)(Q).
(3) On montre enfin que

J (V) < liminf £ (vg(n)) = m.
n—+oo

Ceci conclut que v, réalise le minimum de 7 sur H(l) (Q) et donc
que le minimum est atteint.

Les trois étapes précédentes sont résolues successivement tres simple-
ment avec les outils vus dans les chapitres précédents.

(1) Par I'inégalité de Poincaré (2.31), on a pour tout v € H(l)(Q)

‘/f@wwda
Q

< Iflle@llolla) < Clliflleeo)lloll ),

de sorte que8 8: en utilisant que pour tout a,b € R,

2ab < a? + b2
C2IfIP, g,
2

7

1
7(0) 2 51013 0 = Clf lizllollyo > -

et 7 est minorée sur H(l)(Q).
(2) Du calcul précédent, on déduit que si #(v,) < M, alors

1
S0l ) = Clf e lonligy < M-
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9: voir les opérateurs compacts au cha-
pitre 8

2

ona
1 7
Hy(Q)

Mais comme C|l Iz 12wl < C2If 12, 0 + 3ol

<M+ C?|IfIIf

1 2
Z”ZJTI”H%(Q) L2(Q)”

et donc (v,),, est bornée dans Htl)(Q). On peut, quitte a extraire une
sous-suite, considérer que

Uy — Ue faiblement dans H(l)(Q),
puis, grace au théoréme 2.2.24 de Rellich, que
Uy — Ve fortement dans L2(Q).

(3) On sait, par propriété de la convergence faible que
ow iy < tim inf [on [l ).

et, grace a la convergence forte dans L? que

i [ fgma(91a0 = [ fou ao

n—+00

Ceci permet de conclure que
F (V) < liminf #(v,) = m,
n—+oo0
et le résultat.

En utilisant le fait que v, réalise le minimum de . sur Hj(Q) on a que
Voo est solution de I’équation d’Euler-Lagrange du probléme qui n’est
autre que la formulation variationnelle. On a ainsi résolu le probléme
directement par minimisation sans passer par I'application du théoreme
de Lax-Milgram.

Remarque 4.3.1 (Energie non-linéaire) Lorsque le domaine () estborné,
nous avons vu que le théoréme 2.2.24 de Rellich permet d’extraire
de toute suite bornée de H!(Q) une sous-suite convergeant fortement
dans L2(Q). On dit que I'injection de H!(Q) dans L?(QQ) est compacte’.
Il se trouve que plus généralement pour Q borné, I'injection de H!(Q)

dans L7 (Q) est compacte pour tout p < p oit % =1- %. Dans le cas ot1

d=2 (donc p = +o0), I'injection de H'(QQ) dans L?(Q) reste compacte
pour tout p fini, mais il n’y a pas d’injection continue dans L*(Q)
contrairement au cas d = 1. Pour tout p < p, I'inégalité suivante
appelée inégalité de Sobolev stipule alors qu'il existe une constante C(p)
telle que l'on ait

Vo e H(Q), ol < Cp)lolln -

Ce résultat permet facilement d’étendre la méthode directe du calcul
des variations a des énergies éventuellement non linéaires a I'image
de celles vues au chapitre 1. Considérons en effet

70)=3 [12oeP a0+ [ Fow)do
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ol le dernier terme est continu dans L” pour un certain p < p. C’est
typiquement le cas pour le modéle de transition de phase suivant ot
il s’agit de minimiser sur H!(Q) I'énergie

70)=3 [ IWowraa+ - [wer-17d

En effet on peut montrer qu’il existe pour tout € > 0 un minimiseur
U, qui vérifie ’équation d’Euler
1 2
—Aue + —(uf—1ue =0 surQ,
€

i =0 sur dQ).
on

(4.10)

Il s’agit la d'une équation non-linéaire dont on aurait du mal a
démontrer 1’existence d"une solution sans passer par la procédure de
minimisation précédente. Notez que cette solution n’est en général
pas unique, du moins si € est assez petit, puisque l'on peut montrer
que dans ce cas ue n’est pas identiquement nulle et qu’ainsi —u, est
aussi solution du probleme.

4.4 Propriétés des solutions faibles

Nous finissons ce chapitre en donnant des propriétés qualitatives des
solutions faibles des problemes étudiés précédemment : principe du
maximum et régularité ou non des solutions faibles.

4.4.1 Principe du maximum

Nous considérons dans cette section le probleme de Dirichlet non
homogene étudié a la section (4.2.2)

—Au+au =f, dansQ,

(#)
u=g, sur dQ).

ott f € LX(Q), a > 0et g € Im .

Enongons tout d’abord un résultat de positivité de la solution.

Proposition 4.4.1 Supposons que f > 0 presque partout dans Q et g > 0
presque partout sur dQ. Alors la solution u de (P) vérifie u > 0 presque
partout dans Q).

Puisque u est solution de () si et seulement si —u est solution de (P)
en remplagant f et g respectivement par —f et —g, il est facile de déduire
de la proposition 4.4.1, que si f < 0 presque partout dans Q et g <0
presque partout sur dQQ alors la solution u de (P) vérifie u < 0 presque
partout dans Q.

Démonstration. On introduit!®

Q_ :=Int (Supportu <0) et Q, :=Int(Supportu > 0).

10: Pour des fonctions continues, on a
Support u = {x € Q,u(x) # 0}.

Pour des fonctions de 12, cette définition
est plus délicate car les fonctions ne sont
définies que presque partout. Il faut dé-
finir le support de u de telle fagon qu’il
ne dépende que de la classe d’équiva-
lence des fonctions égales & 1. On note w
'union de tous les ouverts ot1 # s’annule.

Y 2 LT LR I P
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Q). sont donc des ouverts disjoints de € tels que Q=0Q_U Q.

Introduisons maintenant u_ = min(u,0). Si u- = 0 dans Q, cela
signifie que QQ_ = @ et donc u > 0 presque partout dans 2. Supposons
maintenant que ce ne soit pas le cas et donc {)_ # @. Dans ce cas, il est
facile de montrer par I'absurde que u| sq. = 0. D’apres le théoreme 2.2.2,

u_ est donc dans H'(Q) et
Vu_=xa Vu,
oll xq_ est la fonction caractéristique de Q_. De plus 11— € H}(Q) puisque

U-|yo =min(g,0) =0 carg > 0.

Dans la formulation variationnelle équivalente a () (voir la section
4.2.2), il est possible de choisir u_ comme fonction test. On obtient

/[Yu-Yu_+auu_] dQ:/fu_ dQ.
Q Q

Or, comme u_ = 0 dans Q; et u_ = u dans (_, on a, d'une part,
/ [Yu -Vu_+au u_] dQ = / [|Yu_|2 + alu_|2] dQ >0,
Q Q-

et comme f > 0 et u_ < 0 presque partout dans €, on a, d’autre part,

/fu_ dQ <0,
Q

ce qui aboutit a une contradiction. O

On déduit de cette proposition le principe du maximum faible.

Theoréme 4.4.2 Supposons f € L>(Q) et ¢ € Im yy.
Si > 0 alors la solution u de (P) vérifie presque partout dans

min(a~" inf f,inf §) < u < max(a" sup f, sup ).
Q 2Q Q 90

Si o = 0 alors la solution u de (P) vérifie presque partout dans (3

>0 = inf g <u,
f infg
f<0 = u<supg,
2Q
f=0 = gr(l)fgﬁuﬁsupg.
2Q

Démonstration. Supposons a > 0. Soit K = min(a™!

K = —o0, il est clair que u > —o0. Sinon K vérifie

infg f, infgg g) Si

—AK + aK = min(inf f, a inf dans Q
mm(% f in g) dans
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. La fonction v = u — K vérifie donc
-Av + av = f —min (igff, a i&rbfg) (>0) dansQ,
. 1. .
v=g- a” inf f,inf >0 Q.
g mm( in f in g) (=0 sur

D’aprés la proposition précédente v > 0 et donc u > K. Toutes les autres
inégalités se démontrent de la méme fagon. O

4.4.2 Résultats de régularité

Lapproche variationnelle vue dans ce chapitre ne fournit que des
solutions faibles qui sont pour tous les problémes étudiés dans ce chapitre
dans H'(Q). Une question naturelle est maintenant de se demander si
ces solutions, définies de maniére unique, ne sont pas plus régulieres et
dans quelles conditions elles pourraient 1’étre.

Cette question est tres technique, car elle dépend de la régularité de
la frontiére et de la régularité des données. Dans les premiers résultats

que nous énongons, nous supposons que la frontiére est assez réguliere.

Dans un second temps, nous considérerons le cas de domaines seulement
polygonaux dans R? ou polyédrique dans R3. Dans ce dernier cas, nous
verrons que la régularité des solutions dépend notamment du caractere
convexe ou non du domaine! Nous verrons en particulier dans un cas
particulier de domaine polygonal non convexe, le type de singularité que
peut présenter la solution faible. Nous finirons par énoncer un résultat
de régularité locale des solutions.

Tous les résultats de cette section ne seront pas démontrés. Nous
renvoyons le lecteur a [17, 18] qui sont, il nous semble, des livres de
référence dans ce domaine.

Régularité globale des solutions. Nous n’énongons que les résultats
de régularité pour les probléemes de Dirichlet.

Remarque 4.4.1 Des résultats similaires peuvent étre obtenus pour
les problemes de Neumann. Dans le cas ot les conditions aux limites
sont mixtes (Dirichlet sur une partie du bord et Neumann sur l'autre
partie du bord), les résultats de régularité sont beaucoup plus délicats
et dépendent de la nature du "raccord" des conditions aux limites (voir
encore [17, 18]).

J

N

Theoréme 4.4.3 Soit Q un ouvert borné de R? dont la frontiére est de
classe C. Soient f € L*(Q)) et u € H}(Q) I'unique solution de (Pp). Alors
u € H>(Q) et

AC>0, |lullge < Cllfllee-

\ J

s \

Corollaire 4.4.4 Si Q est un ouvert borné de R? dont la frontiére est de classe

. J

93



94

4 Ftude mathématique des problémes aux limites

( )

C"*2 et si f € H™(Q) alors I'unique solution de (Pp) est dans H"+2(Q) et

aC > 0, ||u||Hm+2 < C”f”Hm

& J

Corollaire 4.4.5 Si Q est un ouvert borné de R? dont la frontiére est de
classe CP, si f € H™(Q) et si g est tel qu’il existe un de ces relévements
qui est H'(Q) alors 'unique solution de (Py) est dans H1(Q) avec g =
min(p, m + 2, 1).

\ J

D’apres le théoreme 2.2.10, on déduit enfin quand les solutions sont
des solutions classiques.

Corollaire 4.4.6 Si Q est un ouvert borné de R? dont la frontiére est de
classe C"*2 et si f € H™(Q) avec m > d /2 alors I'unique solution de (Pp)
est dans C?(Q) et est une solution classique de (Pp).

Tous ces résultats s’étendent aux problémes aux limites avec conditions
de Neumann ou de Robin, mais pas aux problemes avec conditions mixtes
(Dirichlet sur un bout de bord et Neumann sur le reste). Dans ce dernier
cas, la réponse va dépendre de la nature des raccords et des données.

Nous allons maintenant énoncer une extension du théoréme 4.4.3 dans
le cas ot1 Q) n’est pas de classe C2.

Theoréme 4.4.7 Soit Q un ouvert de R? de frontiére lipchitzienne. Soit
fel)Q)etuc H(l)(Q) l'unique solution de (Pp). Si Q2 est convexe alors
u € HX(Q) et

3C >0, |lulle@) < Clliflleq)-

Sinon, il n'est pas garanti que u soit dans H*(Q).

\ J

Ainsi, méme si I’existence d’une solution u € Hé(Q) est garantie, cette
fonction n’est pas toujours dans H?> méme pour un terme source trés
régulier.

r ~

Remarque 4.4.2 Pour un ouvert polygonal non convexe de R? ou
R3, on montre que pour tout f € L2(Q), la solution de (Pp) est
dans H'*™*(Q) (voir la remarque 2.2.1 sur les espaces de Sobolev
fractionnaires) avec s < g et 0 €] %, 1[ ne dépend que du domaine Q.
Cette perte de régularité est localisée au niveau des coins rentrants en
2D et des coins rentrants et des arétes rentrantes en 3D. On montre en
effet que u € H*(Q \ w) oli @ est un voisinage des coins rentrants en
2D et des coins rentrants et des arétes rentrantes en 3D (voir aussi le
théoreme 4.4.8).

Exemple de solutions singuliéres. Pour s’en convaincre, nous allons
construire pour un ouvert non convexe de R? particulier, une solution
de (Pp) qui n’est pas dans H*(Q) car elle présente un comportement
singulier au voisinage des "coins" rentrants du domaine.
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Soit le domaine angulaire suivant
Q:={(r,0)eR"x[0,2n),0<r <R, 0< 0 <O},
avec 0 < R < 4+00,0 < © < 27. Pour © € (0, ) le domaine est convexe
et pour © € (1, 2m), le domaine ne l'est pas.

On note Iy := {(r,0),0 < r < R}, Te = {(r,0),0 < r < R} et
I'z :={(R,0), 0 < 0 < O} les trois bouts du bord JQ. Cet ouvert Q) est
régulier par morceaux, il comporte trois coins, mais un seul dit rentrant.
C’est au voisinage de ce coin que la solution que nous allons construire
n’est pas réguliere!’. Introduisons la fonction pour tout k > 1 un entier

i, 0) = (%) sin(22).

Montrons tout d’abord que uyx € HY(Q) pour tout k. En effet, uy €
C%(Q) c L*(Q). De plus,?
kn (r\e-1( . (kn6 km6
Vurlr,0) = 1 (x) (SI“(F)QY ¥ COS(F)%) :

Ainsi, si k > 2 0u® < 1, Vuy est dans [CO(Q)]? c [L2(Q)]2. Si k = 1 et
® > m, Vuy n’est pas bornée au voisinage de 1'origine, mais

® /R R
v ul||i2 = / / \Vu(r,0)*rdrdo < C/ roldr < 4oc0.
o Jo 0

Nous souhaitons calculer maintenant'® Au. Un calcul simple montre

que
2 kn 2 kn
Ly (57 = (=) L (5",
arr  rdr)\R ®/) r2\R

ce qui permet de déduire que

Auy =0 dans Q.

Pour tout k > 1, nous avons donc construit une solution dans H'(Q)
de
Aug =0 dans Q,

ur =0 sur Iy UTg,
up = sin(kne) sur I'
k= o) R-
D’aprés la section 4.2.2, c’est 'unique solution'*.
Est-ce que uy est dans H(Q)? Calculons par exemple

2302 - \re) R sin(=g~)-

1Pu, ( km )2 ( r )k“/@—2 kno
Cette fonction n’est pas dans L*(Q2) pour k = 1 et ® > 7. En conclusion,
uy 'est pas dans H2(Q2) dés que ® > 7. On pourrait montrer néanmoins
que u; € H*(Q) avec s < 11/©.

Régularité locale des solutions Nous finissons ce chapitre par un
résultat de régularité locale précisant que si le terme source est assez

11: C’est d’ailleurs un résultat général :
dans le cas ot1 Q est un polygone, la solu-
tion de ($p) est réguliere, en I'occurence
H? au voisinage des coins sortants et ne
I’est pas au voisinage des coins entrants,
son comportement dépendant, comme
nous allons le voir dans cet exemple, de
I'angle du coin.

12: Rappelons que

Vu(r,0) = %gr + %g—Zgg

13: Rappelons que

Pu 1du 1%
AU(T’,G) = ﬁ + ; E + ﬁﬁ

14: Notons qu'ici la donnée de Dirichlet
est bien dans Imy( puisque nous en
avons construit un relévement.
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régulier, ce type de singularité ne peut apparaitre que proche des bords.

Theoréme 4.4.8 Soit Q un ouvert borné de R de frontiére lipchitzienne.
Soit f € LA(Q), et u € H'(Q) l'unique solution de (Pp), (Pg) ou (Pn).
Soit B(C, R) une boule de centre C et de rayon R strictement incluse dans
Q. Alors si f € H™(B(C, R)) alors u € H"*2(B(C, R’)) avec R’ < R.




La méthode des éléments finis en
1D

La méthode des éléments finis constitue 1'une des grandes classes de
méthodes pour I'approximation de problémes aux limites. Elle est sans
doute la plus célebre stratégie d’approximation interne d "une formulation
variationnelle, comme introduite au paragraphe 3.6. L'objectif de ce
chapitre est de présenter la méthode dans le cadre unidimensionnel,
pour lequel les calculs sont simplifiés compte tenu de la géométrie
linéique et ordonnée.

5.1 Introduction

Afin de présenter la méthode des éléments finis, nous allons considérer
un exemple caractéristique. Nous cherchons dans ce chapitre a approcher
le probléme en dimension 1 d’espace posé sur le domaine Q =10, L[, qui
s’écrit a 1’aide de la formulation variationnelle :

Trouver u € V tel que a(u,v) = {(v) YveV, (5.1)

ouV =HY(Q),

L
Y(u,v) € V?, a(u,v):/ xk()u'(x)0'(x) + u(x)o(x)dx, (5.2)
0

et

L
YoeV, (v)= / f(x)o(x)dx, (5.3)
0

avec k € C/(Q) et f € CY(Q).

Nous allons introduire des sous-espaces de dimension finie de I’espace
V construits & partir de la discrétisation de la grille linéique indexée par
un petit parametre h caractérisant la taille du pas de discrétisation de
la grille et inversement proportionnel au nombre de points constituant
la grille, et donc a la dimension N de l’espace d’approximation de V.
Le probléme variationnel discret sera typiquement une approximation
interne au sens de (3.19) de la forme

Trouver uy, € Vy tel que a(uy, vy) = l(vy) VYo, € Vy, (5.4)

ot Vj, C V est 'espace d’approximation.

5.2 Elément fini de Lagrange P; en dimension 1

5.2.1 Maillage et fonctions de forme

Soit N; € N, nous considérons tout d’abord une discrétisation du
domaine ]0, L[ en un ensemble de points (x;)o<i<n,+1, appelé sommets
tels que

0:x0<x1<...<xNi <xNi+1=L.
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1: 1'usage est d'utiliser aussi & pour iden-
tifier I’espace éléments finis et non pas
sa dimension N comme précédemment

FiGURE 5.1 - Approximation par des fonc-
tions de base P

Cette grille comporte donc N; sommets intérieurs et Ny = N; +2 sommets
au total. On introduit le pas de discrétisation

h= max (Jxis1 — %))
0<i<N;
La discrétisation sera dite uniforme si les x; sont équidistants, c’est-a-

dire
1

N;+1°

Le pas de discrétisation tend vers 0 quand le nombre de sommets
augmente. Cet ensemble de sommets permet de construire un maillage
I, du domaine constitué des N, = N; + 1 segments jointifs {[x;, xl+1]}§i"0.
Lindice h permet d’identifier la discrétisation au travers de son pas de

VO<i<N;+1, x;j=ihouh=

discrétisation.

La méthode des éléments finis repose sur 1'utilisation de fonctions
définies sur chaque segment du maillage. Pour les éléments finis de
Lagrange de degré 1, I’approximation sur chaque segment [x;, x;41] est
affine c’est-a-dire est un polynéme de degré 1. On notera 1 I'espace des
polynomes de degré 1. L'espace éléments finis P; associé est alors!

Vi = VT, = {vh e (o, L])|vo <I<N;
vh|[X1,X[+1] € P]([Xl,x1+1])}, (55)

et si on souhaite fixer les valeurs aux extrémités

Vou = {on € V(210 |on(0) = ou(n) = 0}. (56)

En utilisant la théoreme 2.2.2, on montre aisément la proposition
suivante.

Proposition 5.2.1 Soient Vy, et Vo, définis respectivement en (5.5) et (5.6).
Ona Vy, < H'(]0, L[) et Vo < HY(]O, L[).

Cas des conditions de Dirichlet. Commencons par étudier le cas ot
les extrémités sont justement fixées. Une base naturelle de V), est alors
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construite a partir des « fonctions chapeau » suivantes

X —=Xj-1 .
—, SsiXxE€ [x]‘—l,xj] ’
Xj—Xj-1
. _ ) Xjr1—X .
VI<i<Ni, ¢j(0)={22"2  give [y, xm],
Xj+1 — Xj
0, sinon .

Theoréme 5.2.2 La famille (¢;)1<j<N; est une base de Vo, de dimension
N = N;.

Démonstration. Supposons que (v/)<j<n; vérifiant

Vx €[0,L], Z vjq)j(x) =0.

1<j<N;

On a donc pour x = x;

0= > vojx) =0,

1<j<N;
donc la famille est libre.

Considérons alors v, € Vp, et un point x € (x;, x;4+1). llexiste f € [0, 1]
tel que x = tx; + (1 — t)x;41. Comme v}, est affine, alors

op(x) = top(x;) + (1 = t)op(xin).
Si on note alors wy, = X1<j<n vn(xj)¢j, on a par linéarité
wi(x) = twp(xi) + (1 = Hwp(xia) = top(xi) + (1 = H)og(xiv).

Donc vy, et wy, coincident sur tout segment (x;, x;+1). Elles coincident
donc partout, et la famille (¢;)1<j<n est donc génératrice. a

Ainsi toute fonction uy, € Vjy, se décompose dans labase des (¢ ]-)15 J<N;
sous la forme

VxeQ, up(x)= Z up(x;)Pj(x). (5.7)

1<j<N;

5.2.2 Matrices de raideur et de masse — cas constant et
conditions de Dirichlet

On déduit directement, avec a et { données respectivement par (5.2) et
(5.3), les expressions spécifiques de (3.21)avec @iy, = (up (x})) et

L
= ( /0 FE)bi() dx)lsiSN’

ainsi que A = Kj, + My, ot

1<j<N

L
= ([ koo ar)

1<i,j<N

99
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et

L
M = ( [ oo dx)
0 1<i,j<N
On appelle couramment My, la matrice de masse, car elle correspond a
la représentation matricielle du terme associé a la masse de la corde
déformée au chapitre 1, paragraphe 1.1.1. Et respectivement, on appelle
Ky, la matrice de raideur ou de rigidité du probléme, car elle correspond a la
représentation matricielle du terme associé a la raideur de la corde.

En résolvant le systéme linéaire (K}, + M n)ily = ¢, on obtient le vecteur
il dont les composantes sont les valeurs de 1, aux sommets (X;);<;<y,
du maillage.

Pour obtenir des expressions plus explicites des matrices de raideur et
de masse, plagons-nous tout d’abord dans le cas o1 ¥ = k¥ € R, est une
fonction constante. Nous pouvons alors exploiter la structure particuliére
des fonctions de base {¢ j};\]: , dont le support est fini et réduit a deux
intervalles consécutifs. L'intersection des supports de ¢; et ¢; est vide
des que |i — j| > 2, et la plupart des coefficients de I, et M, sont nuls.
Un calcul simple montre que pour tout (i, j) € [1, N]?,

1 L.
- sij=i-1,
Xj+1 = Xj
L ! + ! ij=1
, S1] =1,
/ ¢;.(x)<p;(x) dx =% ~%-1 Xj+1 =X
0 1 ..
—ﬁ, Sl] =1+ 1,
j = %1
0, sinon.

et, dans le cas du maillage uniforme, on a
-h7l, sij=i-1,
Vi) e ILNE, [ @i dx = {2 S
& TNy T |-kt sij=i+l,

0 sinon,

La matrice K, est donc tridiagonale et on a en particulier pour le maillage
uniforme

2 -1 0
-1 2
K
Ky =Kon = 4
-1 2 -1
0 -1 2

De méme dans le cas général, en intégrant des polynémes du second
degré, on a pour tout (i, 7) € [1, N]?

Xj41 — Xj
Jﬂg—i sij=i-1,
i — X1 Xier — X
L J AL n j+1 ]’ sij=i,

[ owomax={ 3 3

0 Xj—Xj-1 ..
6 sij=i+1,
0, sinon,
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et, dans le cas du maillage uniforme, on a

Z, sij=i-1,
L % sij=1i
V@i, f) € [1,NT?, f ¢ (x)i(x) dx = h3 ' '
’ S sij=itl,
0 sinon.

La matrice M, est donc elle aussi tridiagonale et on a en particulier pour
le maillage uniforme

4 1 0
1 4 1
My = Moy, == — .
1 4 1
0 1 4
[ Proposition 5.2.3 Les matrices Koy, et Moy, sont inversibles. ]

Nous donnons ici une preuve directement fondée sur la connexion
entre les matrices Koy, et Mgy, et les formulations bilinéaires associées.?

Démonstration. Commencons par My, Soit uy, € Vy, et iy, le vecteur des
degrés de liberté associé. D’apres la définition de la matrice de masse, on
a

L
1y "Mon iy, =/ uh(x)z dx >0,
0
donc i), € ker My, implique uj, = 0 et donc ii; = 0.

De méme pour Koy, on a
L
iy T Kopily = / u;l(x)z dx > 0.
0

Ainsi il € ker Ko, implique qu’il existe une constante ¢ € R tel que
uy = ¢. Or up(0) = up(L) = 0 implique ¢ = 0 et donc ii;, = 0. O

5.2.3 Calcul du second membre.

11 nous reste a calculer le second membre ), correspondant a la forme
linéaire ¢ € V. Il faut alors calculer les intégrales

5. Xi+1
VISi<N, { = f(x)pi(x) dx. (5.8)
Xi-1
Ces intégrales n’'ont pas nécessairement de forme analytique. Cependant
si f appartienta Vj alors f = fi = Si<jen f/Pj et

0y = My, fi. (5.9)

2: 11 existe des preuves qui exploitent
plus directement la structure des ma-
trices pour démontrer leur inversibilité.
Pour My, elle est a diagonale strictement
dominante et pour [y, voir les derniers
paragraphes du chapitre 7.
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Cette formule peut étre utilisée dans le cas général et correspond a
approcher f par son interpolé sur I'espace élément finis V},, c’est a dire
un élément de V}, reconstruit a partir des valeurs de f aux nceuds de la
grille,
f=fu= D>, fxpo;,
1<j<N

Ceci revient alors a remplacer dans la formulation variationnelle la forme
linéaire ¢ par

L
Vo eV, (o) = / fulx)o(x) dx,
0

5.2.4 Procédure d’assemblage.

Ce que nous venons de voir dans I'exemple précédent est un premier
pas dans la méthode des éléments finis avec une premiére construction de
systemelinéaire de la forme (3.21). Cependant, la méthode de construction
des opérateurs peut exploiter beaucoup plus intensément la forme de
chaque fonction de base par élément afin de proposer un algorithme
remarquablement général et efficace de construction des opérateurs
matriciels associés aux formulations variationnelles.

Pour bien comprendre la procédure, reprenons notre exemple de
probleme variationnel a partir des formes bilinéaire (5.2) et linéaire
(5.3) mais cette fois avec des extrémités libres. Dans ce cas le probléme
variationnel est formulé sur V), ot désormais

Vy = Vect{cpj,j € [0,N; + 1]]} etN =dimV, = N; +2 = N;,

avec, en sus des fonctions (¢;)1<j<n déja introduites,

X1 —X
¢Po(x) = , sur[0,x],
X1
et X —xn
¢N{+1(x) = —Xr sur [xN,'I le'+1]'
xN,‘+1 - xNi

Le principe est de décomposer les calculs d’intégrales comme une
somme par élément, ici un intervalle [x;, x;41]. Nous dénombrons N, =
N; + 1 segments pour notre cas. Pour la matrice de raideur, on obtient

Ni X1+1

L
/O PP dr =] [ ¢i(x)gix) dx.

1=0 ¥ X1

Or la fonction ¢;, respectivement ¢;, a un support sur chaque segment
seulementsii € {I, ] + 1}, respectivement j € {/, ] + 1}. Et dans ce cas,
on a tout de suite

Xp41 = X ) -1
X)) = —— = X)=—""—
¢l|[xz,x1+1]( ) X141 — X] qbl( ) Xip1 —x;
et 1
X —X] ’
X)= — = X)= —.
¢I+1|[XI,X1+1]( ) Xi+1 — X| ¢l+1( ) X1+1 — X|
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Un calcul simple donne alors

0, (i,j) ¢ {I,1+1}?,

Xi+1

1
G(0¢i(x) dx =y T

X I+1 = XI

, G ) e{l,l+1}%eti=],

—, () e{l,l+1} 2 eti#].
T el et

Dans le cas du maillage uniforme, ce calcul se simplifie et donne
X141 , , 1(1 -1
K¢ ::( cj)j(x)gbi(x)dx) - = E(—1 . )
x| (i,j)e{l,1+1}?

Reste alors a sommer toutes les contributions dans la matrice corres-
pondante. On le fait successivement dans l’algorithme 1 en ajoutant
les contributions une a une lors d’une boucle sur les éléments. Cette

procédure est appelée procédure d’assemblage. On note dans cet algorithme
pour toute matrice A, la sous-matrice

Alp,qllp.q1 = (Aij)p<i,j<q-

Algorithme 1: Procédure d’assemblage 1D
1 K« 0

2 M« 0;

3 forl €{1,...,N.}do

4 L Kz g, ni+1n < Kpnap iy + Kzel;
5 Mz ieap, i, 0+11 < My e,y + M;—‘l;

La matrice de raideur résultante est alors

1 -1 0
-1
< 1+1 -1
Kp=— -1 +1+1 -1 ,
h
-1 +1+1
g
0 -1 1
c’est-a-dire
1 -1 0
-1
P 2 -1
Ky, =— -1 2 -1
"
-1 2
. =1
0 -1 1

On remarque que le premier coefficient diagonal et le dernier sont égaux
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a 1 alors que tous les autres coefficients sur la diagonale sont égaux a
2. Ceci est dti au fait que la procédure d’assemblage n’a donné qu'une
contribution élémentaire pour les fonctions de bases ¢ et ¢n11 qui
correspondent désormais aux premieres et derniéres colonnes de la
matrice.

De méme on obtient pour la matrice de masse,

0, (i, )¢ {l,1+1}?,
T T (x - x)? . o
. , - —— " dx, i,He{l,l+1}%eti=1,
[ o0 .&:wm—mz ()€1 + 1) eti=
o (x - X)X — x) - L
dx, (,7))e{l,l+1}eti+#].
/x, (x141 = x7)? () e ) J

qui donne
0, G )e{l 1+ 1}2,
X1+1 _
¢j(x)Pi(x) dx = —xl+13 iy (i,j) e {l,1 +1}%eti=j,
X
l Xi+1 — X|

— (i,7)e{l,1+1}eti #].

Dans le cas du maillage uniforme, ce calcul se simplifie et donne

1 ._
=

m@m@&mﬂ :g@ g.

X1 (i,j)e{l,1+1}?

Reste alors a sommer toutes les contributions dans la matrice correspon-
dante. On le fait successivement en ajoutant les contributions une a une
comme pour la matrice de raideur comme indiqué dans l’algorithme 1
d’assemblage. On obtient finalement

2 1 0
1
h +2 +1
Mh—g +1 4242 +1 ,
+1 +2
1
0 1 2
c’est-a-dire
2 1 0
1
4 1
h
My, = — 1 1
"~
1 4
A |
0 1 2

De nouveau le premier et le dernier coefficient sur la diagonale différent.
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5.2.5 Prise en compte des conditions aux limites apres la
procédure d’assemblage.

Dans la construction précédente, nous avons pris les éléments successi-
vement et obtenu les matrices associées a la forme bilinéaire (5.2) sur V},
et donc avec des extrémités libres. Pour retrouver la formulation posée
sur Vy;, nous remarquons alors que

£k 0
& :
- :
Kh = 0 uQOh 0 7
. K
i 2
0 0 =%
et de méme
h h
36 0 0
I :
¢ :
Mh =10 M()h 0 ’
: b
o
0 . 0o & 1
ainsi que le second membre
Bf(xo) + 2f(x1)
by =My fr = fon

%f(xN,-—l) + %f(XN,-)

On en déduit qu'un algorithme pour calculer les matrices de masse et de
raideur sur V), est d’assembler d’abord sur V}, puis d’extraire les sous
matrices Koy, et Mgy, correspondant aux degrés de liberté qui ne sont pas
associés a des nceuds du bord soit ici les ¢; pour i ¢ {0, N; + 1}. Cette
stratégie est appelée la prise en compte des conditions aux limites par
élimination de telle sorte qu'on cherche finalement ii € RN/ solution de

(Kon + Mop)ii = &,

Un algorithme alternatif appelé pseudo-élimination consiste a modifier
Ky, et My, en

[e]
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3: Parfois, le segment de référence est
choisi comme étant [—1, 1] sans que cela
ne modifie les calculs autrement que par
un facteur d’échelle.

FiGure 5.2 — Fonctions de formes P en
1D

et
0 0 0 0
0
Mo =0 Mo 0],
: 0
0 0 0 o

alors que pour le second membre devient

0
zOh = zoh

0

RNﬁ—Z

Dans ce cas on cherche ii € solution de

(Kor, + Moy )it = fop,.

et on vérifie immédiatement que i = (0 # 0)' donne a la fois la
solution du probléme de Dirichlet pour les degrés de liberté intérieurs
ainsi que la condition #iy = fin,+1 = 0 aux extrémités.

Remarque 5.2.1 Le parametre g est libre et peut étre fixé comme on le
souhaite. Il peut cependant polluer le spectre de la matrice Koy + Moy,
avec deux valeurs propres égales a ¢ supplémentaires pour la matrice
KOh + Moy, voir aussi le chapitre 8.

5.2.6 Passage al’élément de référence.

Les différents calculs analytiques d'intégrales que nous venons de voir
peuvent étre simplifiés par un changement de variable. C’est le principe
du passage a 1'élément de référence qui ici sera un segment générique
[0,1].

On définit la transformation passant du segment de référence® [0, 1]
au segment [x7, x141] € [0, L]

@1:[0,1] 32— x = x; + (x141 — x1)% € [x1, x141].

On a notamment (p;(f) = x741 — X7 > 0. Par changement de variable, on
obtient donc pour la masse

Xi+1

1
Pi(x)pj(x) dX=/0 Pi(p1(£)j(pi(2)) (%) dF,

X1

ol on est ramené a manipuler

Ao(%) = ¢1|[ jopi(X) =1-%,

X1,X1+1

et

() = ¢l+1|[ 1© pi(®) = X.

X1,X1+1
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Les (A )o<m<1 sont appelées fonctions de base locales ou fonctions de forme.
On obtient ainsi immédiatement

1 ._
= |

X141

¢A@¢Aﬂdx) R

X (i,j)e{l,1+1)2

ou

1 1
/ Ao(#)? d# / Ao(®)A1(£) df 1
S = 0 0 _1(21
1,\ A . 1A c in 6 1 2 ’
Ao(D)A1(X) dx A1(%)” dx
0 0

est la matrice de masse élémentaire sur 1’élément de référence.

De méme pour la matrice de raideur, le changement de variable donne
cette fois

X1+1 1
@m@mm:l¢mﬁmmmm¢mﬁ.
Or
(@i 0 1) (X) = ¢)(£) Pipi(%)),

permet d’écrire

X141

1
P;(x)¢(x) dx = /0 (@i 0 1) (2) (@) © 1) () (@y(£) 7 d.

X

On obtient cette fois

{5 ] - R g

G je(li+1yz X1 T X

X1+1
K=&

X1

ou
1 1
Y N\2 14 YN (o a
el /o Ag(®)” d ‘/0 A(R)A](X) dX B ( 1 _1)
- 1 R " 1 R 1 1 7
/ AR} () dR / AL(R)* df
0 0

et ces intégrales étaient effectivement trés simples a calculer puisque
Ap(R) = -TetA{(®) = 1.

5.2.7 Cas des coefficients variables et formules de
quadrature

Recourir a I'élément de référence est d’autant plus intéressant lorsqu’on
considere des parametres eux-mémes fonctions de 1’espace. Reprenons
donc notre exemple avec cette fois pour la matrice de raideur

1
= ([ <0 ax

1<i,j<N

107
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Aprés décomposition sur chaque segment et passage a I'élément de
référence, on est ramené a calculer

1 1
0 /0 (k0 p)(R)AY(R)? dx /0 (k 0 p1)(R)AH(R)A; (%) dx

K$ =
I 1 L 1 A
/ (i 0 p)(£)Ag(£)A7 (%) dX / (k 0 @)(R)A}(£)* 2
0 0
qui dépend désormais de I € [0, N;]l. Comme il n’existe pas de solution
analytique pour ces intégrales, on a recours a des formules d’intégration
numérique appelées formules de quadratures.

Définition 5.2.1 (Formule de quadrature en dimension 1) Soit [a, b] C
R un intervalle borné et € C"*Y([a, b]). Considérons l'intégrale définie

b ; iy
par S = fﬂ W(x) dx dont on cherche a estimer la valeur numérique. Une
formule de quadrature se présente sous la forme

IN, = D, a(qr)

1<k<N,

on (qk)lskqu € (a, b)N1 est un ensemble de points dits de quadratures
et (ak)lskqu est un ensemble de poids associés. On dira que la formule est
d’ordre m si elle est exacte pour tout polynome 1 de degré m.

& J

Proposition 5.2.4 Si (qx)1<k<N, € (a, b)Na sont les points et (@k)1<k<N,
les poids associés a une quadrature d’'ordre m sur [a, b] alors il existe une
constante C € R, telle que I'erreur de quadrature

Y € C"([a,b]), Rn, =|F - In,| < Clb—a)" 2P|

Démonstration. Comme ¢ € C"™*1([a,b]), alors pour tout x € [a,b], il
existe &(x) tel que

S, e $E)

RS ay"*l.

P(x) =

k=0

On note pu(x) = X7, v @ (x — a)k. Comme p,, € Py ([a, b)), alors

j(l/’)_qu :J(lp_pm)_jN,,(Eb_Pm)-

Oron a

IW=pw) < - = pulle,

. . N
et de méme en utilisant le fait que > kil ay = b — a (car la formule de
quadrature est exacte sur les constantes)

JNq(B[} _Pm) <(b- ”)Hlal’ - pmnow

On en déduit que

Hb—a)™

e

%, < 2Ib = alll = pulleo < 2
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Nous proposons d’introduire les formules dites de Gauss* particuliére-
ment bien adaptées aux calculs qui nous intéressent. Le principe des
formules de Gauss est de choisir les points de quadrature tel que la
précision soit la plus élevée possible, c’est-a-dire d’ordre 2N, — +1.

Historiquement dans les formules de Gauss, les intégrales sont calcu-
lées sur [—1, 1] mais il n’est pas difficile de replacer ensuite les points
sur [0, 1] via une simple dilatation de l'intégrale. Du changement de

variable ) )
[1 P(x)dx = 2‘/0 ¥(X)dx

on déduit en effet que si (4i)1<i<n, sont des points de quadrature

et (Oli)lsiqu sont des poids adaptés sur [-1,1], alors (%)KKM et
(3 )1<i<n, sont des points de quadrature et des poids adaptés sur [0, 1].

s )

Proposition 5.2.5 (Formule de Gauss a 2 points) Soit ¥ € C*([-1,1]),
alors les points de quadrature de Gauss qo = ;/—% et g1 = \/% et les poids

ao = ay = 1 assurent que la formule est d’ordre 3 :

1 1
wer(-11), [ Pl dx = 3 cnp(gi)
- k=0

J

Démonstration. 1l suffit de vérifier que 'ordre est préservé pour les mo-

ndémes
1

1
vn € {0,1,2,3}, / x"dx = Zaqu
- k=0

1

ce qui donne le systeme suivant

f_11 1dx = 2 = ag+ag
jl dx = 0 = +
_1X X = ) =  aopqo a14q1
1
/_1 x2dx = 3 = aoq + a1q3
f_11 ¥dx = 0 = aq)+aiq;
pour lequel ap = a1 =1letgo = \7—% etqq = % est solution. O

Plus généralement, les points de Gauss sont donnés par les racines de
polyndmes de Gauss-Legendre définis par

1 d™
VmeN, P,(x)= TR [(x2 - 1)m]

2
= o Z(k'(m k)') (x = Df(x + 1)" K,

Ces polynémes sont orthogonaux pour le produit scalaire canonique de
L2(-1,1):

1
V(m,n) e N?, / Pu(x)P,(x) dx = 6",

et se calcule, partant de Po(x) = 1 et P1(x) = x, par la formule de
récurrence

(m + 1) Pys1(x) = 2m + 1) x Py (x) = m Ppy—1(x).

4: Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-
1855 surnommé le prince des mathéma-
ticiens
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TaBLEAU 5.1 — Points de quadrature de
Gauss-Legendre sur (-1, 1)

Ordre ag Jk
1 |2 0
T [ L
3 |11 5| %
5 8 5 3 3
5 5|95 —\/; 0 |45

On note (;")1<k<m les racines du polynome Py,.

( N\

Theoreme 5.2.6 (Formules de quadrature de Gauss-Legendre) Soit
Y € C*([-1, 1)), alors les points de quadrature de Gauss (qi = a7 N<ksm
oL (g} 1<k<m sont les racines du polynome Py, et les poids

2(1-(q7)) 2

T+ )PP (@™ (1= (g P)P(g")?

(695

assurent une formule de quadrature d'ordre 2m — 1 :

1 m
Vp € Pana(=1,1]), / Pl dx = 3 axpla)
- k=1

\ J

On renvoie au tableau 5.1 pour une liste des points de quadratures aux
premiers ordres.

5.3 Autres exemples d’éléments finis en
dimension 1

5.3.1 Eléments finis de Lagrange P

Eléments finis de Lagrange ;. Nous supposons désormais que
Vi = (V,ip2 = {Uh e C([o, L])|V0 <1< Ni, Uplix 0] € [P’z([xl,xm])}-
et toujours

_ P2 ._ P>
(Voh = (VOh = {Z)h € (Vh

on(0) = (L) = o}.

Le maillage est toujours constitué des N, := N;+1segments ([x7, X141])o<i<N;-
Sur chacun de ces segments, les degrés de liberté sont les points x; et
X141 auquel nous allons ajouter un point de contréle au milieu

X+ X141
—

X1 =
I+3

En effet, 3 valeurs sont nécessaires pour définir de maniére unique un
polynoéme de degré 2 sur [x;, x;11]. Nous introduisons

1 1
7, = {0,5,1,...,Nl-,Ni +5/N; +1},

I'ensemble ordonné des points correspondants de card(Z,) = 2N; + 3.
Pour tout i € [1,2N; + 3], on appellera dans la suite 7;(i) le i-eme
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élément de 7. La correspondance i +— xj,(;y donne la numérotation
globale® des points d'interpolation (x 7z (;));-

Pir1

1 Ji¥3

) |

x0=0 X1 Xj ’x]‘+1 ‘
Yi+g

Comme pour les éléments finis de Lagrange [P, nous introduisons des
fonctions de formes (¢;)jc1,2n;+3] telles que

bi(xgm) =0, (i) = [1,2N; + 3]

Proposition 5.3.1 L'espace (Vh"j> > est de dimension N = 2N; + 3 et les
(pjh<j<N forment une base de I'espace (Vhpz.

Démonstration. Soitd = (v/ )i<j<N tel que

2. V0j=0
1<j<N
c’est-a-dire '
Vx €[0,L], Z v/ Pj(x) = 0.

1<j<N

Alors, on a '
v ¢j(xz,;)) =0

donc la famille (¢j)1<j<n est libre. De plus, sur chaque segment, une
fonctionuy, € Vj, estun polynéme de degré 2 donc défini par 3 coefficients,
soit ici par ses valeurs aux extrémités du segment et au milieu du segment.
Alors u(x) et Z1<j<n u/¢;(x) sont égales sur chaque segment et donc
sur [0, L]. Ainsi la famille libre des (¢j)1<j<n est aussi génératrice. [

Ainsi a toute fonction uy, € q/[pz, on associe un vecteur de degrés de
liberté ii = (1/)jcz, et on vient de voir que

Vx e€[0,L], up(x)= Z ufqb]-(x), avec i/ = un(xz,(j))-
1<j<N

Nous pouvons maintenant reprendre le cours de la méthode des
éléments finis en calculant les intégrales nécessaires sur chaque élément
via le passage a I'élément de référence. Les désormais 3 fonctions de
forme locales associées a 1’élément de référence sont cette fois-ci données

par

@) = (1-28)(1-%),
M) = 42(1-3%), (5.10)
AL(®) = 202%-1).

On remarquera que les fonctions A et A; valent 1 a un des sommets de
I'élément, et 0 a ’autre sommet et au milieu du segment. Inversement A4
est la fonction de base associée au milieu®.

5: La numérotation que nous avons choi-
sie ici respecte l'ordre et nous verrons les
avantages que cela procure. Un autre nu-
mérotation globale aurait été possible en
ayant d’abord les indices [0, N + 1] puis
les nceuds intérieurs a chaque segment

+
tel que par exemple xn.p = 7L etc.

FiGure 5.3 - fonctions de forme P

=>

0 1

Fi1GURE 5.4 — Fonctions de formes P> en
1D

6: Ici nous avons choisi une numérota-
tion locale similaire a la numérotation
globale choisie mais nous aurions pu
tout autant prendre le point milieu en
dernier.
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Une fois ces fonctions de forme définies, il ne reste plus qu’a construire
les matrices élémentaires qui ici sont des ici matrices de M3(R). On
obtient finalement

1
. N 1
Kelz( / Al:(x)A;(x)dx) =-|-8 16 -8,
0 1<7,7<3 3 1 -8 7
et
1 L(r 2 1
Melz( / A;(J?)/\]A(J?)dy?) =—|2 16 2
0 1<1,7<3 30 -1 2 4

Lors de la procédure d’assemblage, on suit de nouveau l'algorithme 1
qui donne finalement

4+4 2 -1
. 2 16 2
P h
MhZMhZ Z=% -1 2 4+4 2 -1 ,
2 16 2
-1 2 4+4
et
7+7 -8 1
-8 16 2
Py . h
KhZKh ,:% 1 2 7+7 -8 1 ,
-8 16 2
1 2 7+7

et on remarquera que la numérotation globale choisie permet de limiter
la largeur de bande de la matrice Ky, + My,.

Définition 5.3.1 (Largeur de bande) On appelle largeur de bande d'une
matrice A = (A j)1<(i,j<n € Mn(R), Uentier

S(A) = keﬁfz\m{k eILNI||i—jl>k= A= o}. (5.11)

7: par opposition aux méthodes itéra- Or la largeur de bande a un impact sur les méthodes directes” d’inversion
tives matricielle [2, 8] dont la complexité est souvent en §(A)N2.
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Généralisation aux ordres supérieurs. Ce que nous venons de voir se
généralise & tout ordre avec

V= {Uh e C°([o, L])|V0 <1< Ni, Unlix xpp) € Pk([xl/xl+1])>-
et

Pr ._ P
Vot = {on eV,

0(0) = v (L) = 0},

sur une grille définie avec des points intérieurs a chaque élément de la
forme

Xi+1 — X]

PR le[0,N;],i €1,k-1].

X

i =X+
+ !

Les fonctions de formes locales pour 1'élément de référence sont alors
données par les polyndmes de Lagrange de formule
. *Pr Ay _ kf _]
vie[0,kl, A *®) =[] — (5.12)

jetokn 17
j#i

5.3.2 Elément fini de Hermite pour des problémes de
type : "poutre"

On consideére, dans cette section, un probléme déja rencontré au
chapitre précédent correspondant a une poutre en flexion encastrée a ses
deux extrémités. La fonctionnelle 8 minimiser est dans ce cas

j(u):%/QKquFdQ—/qudQ,

ot QO =]0,L[. L'espace de minimisation est naturellement ici V =
H?(]0, L[) et donne lieu a la formulation variationnelle

Yo eV, /L xu”(x)v"(x) dx = /L f(x)v(x) dx.
0 0

Supposons désormais que nous souhaitions résoudre une telle formula-
tion variationnelle sur un sous-espace de dimension finie V}, construit a
partir d’une partition fixée par les sommets (x;)o<i<n,+1, telle que

0=xy<x1<...<xNy <xn+1 =L

de pas uniforme 1 = g Soit donc I'espace

Vo = {uh e C!([0, L)) tel que VI € [0, N;1, Ujlx; 0] € Pa([xi, xi41])
et u(0) = u,(L) = u}(0) = uj(L) = o,

dans lequel les fonctions sont désormais C!([0, L]) et C? par morceaux®.

On pourra montrer la proposition suivante.

[Proposition 5.3.2 L'espace Vo, défini ci-dessus est inclus dans H>(]0, L[).]

8: [y, x,,,] doit étre un polynoéme de
degré au moins 3 pour espérer construire
une fonction C'([0, L] ot il faudra que
les valeurs et les dérivées coincident de
part et d’autre des nceuds
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AL
As
Ao
— X
0 A4

FiGure 5.5 — Fonctions de formes de Her-
mite en 1D

9: comme précédemment il y a un fac-
teur d’échelle lorsqu’on passe de 1'élé-
ment de référence [0, 1] ot sont définies
les fonctions de forme de référence au
domaine |0, L[

Sur cet espace, la forme bilinéaire

L
ﬂ(uh,vh)=/ uy (x)v) (x) dx,
0

est une forme bilinéaire continue positive. Elle est méme définie positive,
car si u” = 0etu € CI([0,L]) alors u = ax + b et par les conditions
aux extrémités on obtient finalement # = 0. Donc par application de la
proposition 3.6.1, la formulation variationnelle admettra une solution et
une seule dans Vjyy,.

Pour construire le systéeme linéaire associé a la résolution de la formu-
lation variationnelle, nous introduisons alors la famille de fonctions de

Vo constituée des {qbl, e, cpNi} et {¢1,...,¢¥n,} avec,

VG, ) e [ILNR, i (x) =06, ¢(xj)=0
ety (xj) =0, ¢ (x;) =0,

oll 55 désigne toujours le symbole de Kronecker.

Proposition 5.3.3 La famille {¢1, e ONG YL, YN, } forme une base
de (V()h.

Démonstration. Rappelons succinctement quelques propriétés élémen-
taires. L'espace P3 est de dimension 4 . I suffit donc de montrer que
sip € Ps(a,b) est tel que p(a) = p’(a) = p(b) = p’(b) = 0aveca # b,
alors p est identiquement nul. Le fait que p(a) = p’(a) = 0 implique que
(x —a)? divise p ; de méme, (x — b)? divise p. Comme a # b, cela implique
que (x — a)*(x — b)? divise p et comme p est de degré < 3, cela implique
que p est identiquement nul.

Pour tout 1 < i < n, le support de ¢; et Y; est réduit a [x;—1, xi41].
Comme dans les paragraphes précédents, il suffit de connaitre les fonc-
tions de forme sur 1'élément de référence. Celles-ci sont données par

A(®) = (1+28)1 - £)?,
Aa(®) = £(1 - 27,

As(8) = 223 - 28),
M) = #2(2 - 1),

définies pour % € [0, 1].

Les fonctions de forme sont telles que, pour tout 1 < m,n <4,
Om ()A\n) =0,
ott 01(p) = p(0), 02(p) = p’(0), o3(p) = p(1) et aa(p) = p’(1) sont des
formes linéaires sur P3. Par conséquent, on obtient’
;\3 (%) x € [xi-1, xi],
Pi(x) = A1 (57)  x € v, xin],
0 sinon .
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et
hAy (=) x € [xio, %],

Pi(x) = { A, (57)  xelx,xinl,
0 sinon .

Donnons-nous désormais (a;)1<i<n.et (Bi)i<i<n tels que
n n

Vx €]0, L[, D] aigi(x)+ D Bii(x) =0.
i=1 i=1

En évaluant cette combinaison en x;, V1 < i < n, il vient a; = 0, puis en
évaluant la dérivée de cette combinaison en x;, il vient §; = 0, donc la
famille {(Pl, e O, l/}n} est libre.

Pour montrer que la famille est génératrice, on se donne v;, € V), et
on pose

wi(x) = > op (%) pi(x) + D 0], (x) i(x)
P i=1

Sur chaque élément, les valeurs de vj, et de wy, ainsi que celles de leur
dérivée, coincident aux deux extrémités de la maille. Les restrictions de
vy, et wy a cette maille étant dans Pz, on en déduit d’aprés les premieres
remarques de la preuve que vj[y; x,,,] = Wh][x,,x,,] POUr tout [, et donc
sur v, = wy, sur |0, L. O

On considere la matrice de rigidité I, € Man,(R) que l'on peut
décomposer sous la forme

KOP OV

Kn=| b0 . v
Kh Kh

o1 les quatre sous-matrices sont de taille N; et tridiagonales. Comme la
forme bilinéaire a est symétrique, la matrice K est symétrique si bien

que KZMP = KZSW. On vérifie aisément

AV(R) = 12% — 6,
A(%) = 6% — 4,
A(R) = -12% +6,
AU(R) = 6% -2,

qui donne

12 6 -12 6
1
~ ~ 6 4 -6 2
A7 (®A(R) da?) =
(‘/0 mn n L<mn<d -12 -6 12 -6
6 2 -6 4
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En revenant aux contributions sur chaque segment, on obtient

2 -1 0
-1 2 -1
op _ 12 o
Ky =3 S ,
-1 2 -1
0 -1 2
et par ailleurs
0 1 0 1 0
-1 0 1 1 4 1
¢y _ 6 o vy _ 2
K = Lo K=
-1 0 1 1 4 1
0 -1 0 0 1 4

Comme pour les éléments finis de Lagrange Py la numérotation a des
conséquences directes sur la structure générale de la matrice. En effet, si
nous choisissons au contraire d’ordonner la famille sous la forme

{b1, Y1, Di, Yi, - ON, UNY,

alors la matrice de rigidité est cette fois tridiagonale avec des blocs de
taille 2, soit

A B 0
K, = B . . ,
g
0 B A
ou 3 3 2
24h7% 0 —12h7%  6h~
Ax‘( 0 8h—1)’ B_(—6h‘2 2h—1)'

La largeur de bande de cette nouvelle matrice est bien plus réduite.

5.4 Méthode spectrale

Comme mentionné au chapitre précédent, une alternative a la méthode
des éléments finis est une méthode de Galerkin parfois appelée méthode
spectrale car fondée sur la connaissance analytique de certains modes
propres de l'opérateur étudié (cf. chapitre 8).

Revenons par exemple au probléme variationnel défini par les formes
bilinéaire (5.2) et linéaire (5.3) et cette fois nous considérons les fonctions
définies par

Vie[LN], oi(x)= \/%sin(inTx) - \/%sin(a),'x).

Un résultat classique montre que les (¢;)1<i<y forment une famille



orthonormée pour le produit scalaire sur L2(]0, L),
L L
0 sii#
[ oo ax ={ i
0 1 sii=j
On peut alors considérer Vy;, = Vect (¢;)1<i<n. Ainsi on obtient directe-

ment
Mijz{o sii#j etK{jz{o sii# ]

h s . h 2 coe .
1 sii=j w; sii=]

qui sont désormais des matrices diagonales. La solution du probléme
variationnel est donnée par

up(x) = > !

2
152N 1+ @;

1
( /0 FEBi() dx) 61(x).

La projection L? de f sur Vp, consiste a chercher fj, € Vyy,

L L
Yo, € Vou, /0' fh(x)vh(x)dxz‘/o f(x)vp(x) dx.

On vérifie aisément que cette formule définit bien un opérateur idem-
potent sur Vpy,. Etant donné la structure de la matrice de masse, nous
obtenons
L
= 3 ([ roear) o
1<i<N \J/0

Nous voyons ainsi que la formulation variationnelle consiste a faire
décroitre chaque coefficient de f; par un facteur 1 + w?. Or chaque
coefficient correspond a un mode de Fourier et donc plus la fréquence
est élevée, plus le coefficient correspondant est atténué. On retrouve
ainsi la propriété de régularisation du probléme variationnel vue au
paragraphe 1.3.2.

Cette méthode de Galerkin est trés attirante en 1D car nous avons pu
introduire des fonctions parfaitement adaptées au probléeme que nous
considérions. Si la méthode des éléments finis s’adapte naturellement a la
dimension supérieure, cette approche spectrale nécessitera des domaines
et problemes spécifiques. Nous reverrons plus en détail ces questions au
chapitre 8 avec ’analyse spectrale des problemes variationnels.

5.4 Méthode spectrale
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La méthode des éléments finis en
2D

Nous allons maintenant généraliser ce que nous venons de voir en
dimension 1 a la dimension 2, en commengant par traiter le cas de
I’élément fini de Lagrange [P défini sur une discrétisation du domaine
en triangles élémentaires. Nous esquisserons ensuite les éléments de
généralisation pour les éléments finis Py, avant de voir succinctement
(et en complément) que la discrétisation aurait pu s’appuyer sur des
quadrilateres, conduisant a des éléments finis un peu différents, appelés
éléments finis Q. Enfin, le cadre général des éléments finis est présenté
a titre de perspective.

6.1 Introduction

Pour décrire les étapes fondamentales de la méthode des éléments
finis en dimension 2, nous étudions maintenant le probléme variationnel
associé a la forme bilinéaire définie sur un espace V

a(u,v) =ag(u,v) = /

[KYu-Yv+uv] dQ+/ uv dI’,
Q

2Q

et la forme linéaire

(v) = qu(v):/vadQ+‘/anvdl",

sur un domaine ) que nous supposerons pour l'instant étre un polygone
connexe de R?.

Comme pour le probleme 1D, l'objectif est de proposer typiquement
une approximation interne de la forme

Trouver uy, € Vj, tel que a(uy, vy) = (vy) Yo, € Vy, 6.1)

oV, C V estl'espace d’approximation. Le parametre  caractérisera
de nouveau la finesse de la décomposition du domaine en éléments
géométriques élémentaires. La dimension N de l’espace d’approximation
sera d’autant plus grande que ce parameétre / tendra vers 0.

6.2 Elément fini de Lagrange P; en dimension 2

6.2.1 Notion de maillage triangulaire en dimension 2

Nous allons d’abord créer une partition du domaine Q qui sera appelée
maillage, voir une illustration a la figure 6.1.

Définition 6.2.1 (Maillage triangulaire) Soit () un ouvert connexe po-
lyédrique de R?. Un maillage triangulaire de Q est un ensemble de N,
triangles {Ti }1<i<n, tels que

1: la Définition 6.2.1 contient un certain
nombre de restrictions sur le maillage :
dans ce cas on parle souvent de maillage
conforme.
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Ficure 6.1 — Exemple de maillage
conforme (gauche), et configurations non
conformes (droite)

2: Ces correspondances maille-triangle
et arétes-faces sont spécifiques a la di-
mension 2 et changeront en dimension 3
ott les mailles correspondront aux tétra-
hédres et les faces aux triangles.

's N

— Tout triangle Ty est d'intérieur non vide (c’est-a-dire ngqt @). On
définit alors py le rayon du plus grand cercle contenu dans Ty et hy le
rayon du plus petit cercle contenant Tj.

— 'ng N ']C:k/EQSZ'k + Kk,

— Uk =Q,

— toute aréte d'un triangle est soit une aréte d’un autre triangle soit une
aréte portée par la frontiére Q).

41‘4%‘
A,
v
’VAVA‘L‘VAV"

Les sommets (M;)1<i<n, aussi appelés noeuds du maillage triangulaire
sont les sommets des triangles qui le composent. De plus, on définit

h = max hyg, (6.2)
1<k<N,

qui caractérise la finesse du maillage. Le maillage triangulaire, ou trian-
qulation sera alors noté 7, = {Tj }1<i<n, en utilisant son degré de finesse
comme un parametre. Pour continuer avec le vocabulaire, les triangles
Tj seront aussi appelés mailles du maillage triangulaire en dimension 2,
et les arétes sont les faces®. A noter qu'il est aussi possible de définir la
finesse du maillage & a partir du maximum des longueurs des arétes.

Soit N le nombre de sommets dont on distingue les points intérieurs
au nombre de N; des N sommets du bord tels que N; = N; + Nj,. En
dimension 2, il est possible d’estimer le nombre d’arétes N, et de triangles
N, en fonction de N; grace aux relations d'Euler.

( A

Proposition 6.2.1 (Relations d"Euler) Si Q est simplement connexe (c’est-
d-dire sans trou), et T}, une triangulation, alors on a les relations d’Euler
suivantes entre N, le nombre de triangles, N, le nombre d’arétes, N; le
nombre de sommets et Ny, le nombre de sommets du bord :

N, =2N; — N, -2, (6.3)
N, = 3N, - N, - 3. (6.4)

& J

Démonstration. On commence par raisonner sur les angles. La somme
des angles internes a chaque triangle est 7N, . Pour chaque point intérieur
la somme des angles est 27t et la somme des angles internes aux sommets
d’un polygone de N} cotés ou sommets est égale a (N}, — 2)7t. Donc on

obtient
niN, = 2nN; + T((Nb - 2),

ce qui justifie (6.3).

Raisonnons désormais sur les arétes. Chaque triangle contient 3 arétes,
mais en dénombrant 3N, arétes, on compte en fait deux fois les arétes
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intérieures contre une seule fois les Ny arétes du bord, donc
3N, + Ny = 2N,.
En combinant ce résultat a (6.3), on obtient
2N, =3(2N; — Ny —2) + N, = 6N; — 2N, — 2,

qui justifie (6.4) et conclut la preuve. O

Quand on crée un maillage ou quand on utilise un logiciel pour en
créer, on peut récupérer en général les données suivantes :

— Un tableau que nous noterons tabneu avec N (le nombre de
sommets) lignes et 2 ou 3 colonnes suivant que I'on est dans R? ou
R3:ilindique les coordonnées des sommets composants le maillage.
Ce tableau donne également naturellement une numérotation que
nous qualifierons de globale des sommets. Ainsi a la N-iéme ligne
de tabneu, on trouvera les coordonnées du N-iéme sommet.

— Un tableau que nous noterons tabtri avec N, (le nombre de
triangles /éléments) lignes et 3 colonnes : il indique la composition
de chaque triangle a partir des numéros globaux des sommets le
composant. Ainsi a la ¢-iéme ligne de tabtri, on trouvera trois
entiers correspondants aux numéros des sommets de ce triangle.
Les sommets sont donnés dans un certain ordre : nous qualifierons
cette numérotation de locale.

— Un tableau que nous noterons tabarete avec N, (le nombre
d’arétes) lignes et 2 colonnes : il indique la composition de chaque
aréte du bord a partir des numéros globaux des sommets la com-
posant.

— Un tableau que nous noterons refneu avec N; lignes et 1 colonne :
ce tableau composé d’entiers appelés références indique si un
sommet est intérieur ou sur le bord ou sur une certaine partie du
bord. Cela permet de faire la différence entre les différentes parties
du bord si des conditions aux limites différentes y sont imposées.

— Un tableau que nous noterons reftri avec N, lignes et 1 colonne :
ce tableau composé d’entiers appelés encore références, mais des
triangles, indique ot1 se situe un triangle si plusieurs sous-domaines
composent le domaine. Cela permet de faire la différence entre les
différentes parties du domaine si les coefficients ou les équations
changent en fonction des sous-domaines.

6.2.2 Définition de I’espace d’approximation P, et
fonctions de forme

Etant donné un maillage 7, = {T1 }1<1<n, de Q, nous allons introduire3 3: comme en dimension 1
I'espace d’approximation

V, = {vh eC'@)|VO <1< N,, v, € uwl(T,)}, (6.5)
ot P1(T;) désigne 'ensemble des fonctions affines sur Tj,

P(T)) = {u e C'(T) |u(x,y) =ax +by+c, (a,b,c)e IR3}.
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FiGURE 6.2 — Fonctions de base P en 2D

4: le produit vectoriel en dimension 2
est défini par M A M = xpmy 5 — YMX -

La proposition suivante rappelle que sur chaque élément Tj, la restric-
tion affine d"une fonction de P1(T;) est uniquement déterminée par les
valeurs aux sommets.

Proposition 6.2.2 Un polynome p € P1(1j) est déterminé de maniére
unique par la valeur qu’il prend en trois points non-alignés, par exemple
aux sommets de Tj. De plus, sa restriction d un segment non réduit a un
point est déterminée de maniére unique par les valeurs qu’elle prend aux deux
extrémités de ce segment.

Démonstration. Le polyndme p € P1(T;) est une fonction affine donc il
existe (a,b, c) € R tel que

Vx = (x,y) € Pi(Th), p(x) = ax + by +c.

Soit M1 = (x1, 1), M2 = (x2,y2), M3 = (x3,y3) les trois points non
alignés pour lesquels nous connaissons les valeurs p1, p2, p3 de p. On a

ax1+byr+c=ps,
axy +bys +c =py,
axs +bys +c = ps.

Ce systéme linéaire a pour déterminant*

oy 1 0 0 1
det[x; y» 1|=detfxa—x1 y2—y1 1
x3 ys 1 x3—x1 ys3—y 1

= (My — My) A (M3 — M) = +2aire(MaM; Ms).

Ainsi si les trois points M1, M,, M3 ne sont pas alignés, le systéme est
inversible et (4, b, c) sont définis de maniére unique.

Soit A = [M1, M;] un segment et p|4 la restriction de p a ce segment.
Soit M € A,ilexistet € [0,1] tel que M = tM; + (1 —t)M; et

p|A(]\_/I) =a(tx1+(1—fH)x) +b(tx1 + (1 —f)xp) + ¢
= tp(M1) + (1 — H)p(M2)

et donc p| (M) est bien uniquement déterminé par les valeurs p(M;) et
p(Ma). N

Proposition 6.2.3 Soient T et Ty deux triangles ayant une aréte commune
T = 9T N ITy. Etant donnés p; € P1(T)) et py € Pl(Tl’) deux polyndmes,
la fonction v définie par

v(x) = {p1|T,()_() six €Ty

prlp () sixeTy

est continue sur T) U Ty, si et seulement si p; et py ont des valeurs qui
coincident aux sommets de leur aréte commune I'.




6.2 Elément fini de Lagrange Py en dimension 2 | 123

Démonstration. D’apres la proposition précédente, nous avons vu que

pour
V>_( el'= [sl/ 52]/ dt e [O/ 1]/ X = t§1 + (1 - t)§2/
ona
pl'r()_() = tP|T,(§1) + (1 - t)P|T,(§2)r
ainsi que

prle®) = tpl(81) + (= Dpl;,(S2).

Donc si les valeurs aux sommets coincident alors nécessairement, ces
deux fonctions sont égales. Réciproquement v ne peut étre continue que
si p; et py ont des valeurs qui coincident aux sommets de leur aréte

commune I'. O
Proposition 6.2.4 L'espace V), est un espace vectoriel de dimension N = N
dont une base est donnée par les fonctions affines par morceaux sur chaque
triangle ((bi)]sis N, € WV déﬁniess par 5: Notons que la numérotation naturelle
des fonctions de base est celle des som-
1 i = ] mets!
7 - Js
¢i(Sj) = 0ij = .
0, sinon.

Démonstration. Soit? = (v',--- ,oN5)T, tel que

VxeQ, > v'¢i(x)=0

1<i<N;

alors en particulier pour tout1 < j < N

> 0l¢i(S) =0/ =0

1<i<Ns

etlafamille (¢;)1<i<n, estlibre. Soit désormais v, € Vj, et T1<i<n, vr(Si)i(x)
qui coincident donc sur chaque sommet. D’aprés les deux propositions
précédentes, elles coincident sur chaque triangle et sur chaque aréte.
Elles sont donc égales sur Q. Ainsi

VxeQ, w(x)= > onl(S)gi(x),

1<i<Nj
etla famille (¢;)1<i<n, estdonc génératrice. On en déduit immédiatement

que dim Vj, = N;. O

En utilisant la théoréme 2.2.2 et les trois propositions précédentes, on
montre finalement aisément la proposition suivante.

Proposition 6.2.5 L'espace V), défini en (6.5) est un sous-espace vectoriel
de H'(Q).

Nous allons chercher maintenant a caractériser les fonctions de forme
sur chaque triangle T; qui sont ici les coordonnées barycentriques (/’i;)lsfgg.
En effet, les coordonnées barycentriques sont les uniques fonctions affines
vérifiant pour les 3 sommets (Slf)l <7<3 du triangle Tj

V(i) e 1,312, ALS) = ol.
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6: A noter qu'on utilisera indifférem-
ment la notation avec M ou encore
x=(x,y)7 =(x,x)T

7: Anoter que dans le cas des éléments fi-
nis P!, le gradient de chaque coordonnée
barycentrique est constant par élément.

Par définition des coordonnées barycentriques on a
VM €T, M =A(M)S)+A5(M)S}, +Ay(M)SS,
avec

— VM €T, A{(M)+AY(M)+A4M) =1.
— VM eT, ¥ e{1,2,3}, 0<AM)<L

De plus on vérifie aisément que

— Vie{1,2,3}, )\fAIAA =0ou Ai. est I’aréte opposée au sommet Slf.

— Soit G; le barycentre de Tj, alors A(G;) = % <1,7€{1,2,3}.
Ceci nous permet de déduire les formules analytiques suivantes
1
Moy = 5| 0h - - x) - (s~ ~3)]|, 66)
1
M y) = 5|65 =y =2 -~ < -wh], ©7)

M) = 5[0 - = - = - ], 69

Dy = (xy - x3)(y3 — y1) — (b — y)(xs — x), (6.9)

est, au signe pres, deux fois 1'aire du triangle T;. Autrement dit, on a

M) = 58, - 8 A (M - 1), (610
1

M) = -8, - SHA (M - 81, (6.11)

M(0) = (5! - 81 A (M - 8, (612)

ou Dy = (8 = §5) A (8] = 85)°.

6.2.3 Matrices de masse et raideur élémentaires.

Matrice de raideur. Considérons tout d’abord la matrice de raideur
ou

VG, j) e 1L, NP, K = /Q KGO ;09 - V i) Y,

et commencons par détailler le cas k = k. Puisque U1<j<n,T; = €, chaque
coefficient de la matrice se réécrit

Vi) e LN, Ki= Sz / Y i) - ¥ bj(x) dQY,

he?, YT

ol Nous avons vu que ¢; |T1 et il sont soit nulles, soit égales a un des 3

In
)\5, i € {1,2,3}. Nous avons donc besoin de calculer [Kfl € M3(R) o’

VO e I3, (K, = /T VAW VAdO. (613
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A partir des formules 6.6, 6.7 et 6.8, on obtient

1 1

VAl (x,y) = o (Zz ZZ) (6.14)
1 I _ .1

VA = 5 (g? - Zi) : (6.15)
1 r_ .1

VAl =2 (4 7). (616
2 1

Ces formules indiquent que, pour tout 7 € [1,3], le gradient de
chaque fonction de forme /\ll est proportionnel au vecteur 1_/; orthogonal
au segment opposé au sommet S;. On en déduit, avec les notations des
figures 6.3 et 6.4, sachant que D; = 2|T;| = bi hi et |Vi| = bi,

1 bl
VAL (I dQ = — vy - v} |Ti| = —

T D: 2h!
bl b, 4
_ 12 13 _ L 1 1
= _Zhi + _Zhi = 2(Cot 0, + cot 03),

et de méme pour )\12 et )\é. De plus sachant que |Tj| = %bébé sin 9{, on
a

1 1
[ 9 409 40 = ud i = grloblid] costn - o)
1

l 4T
11vllvllcos@) 1 o)
2 Whlvksingl 27 Y

et de méme pour tous les autres couples (/\ll, /112) et (/\ll, /\é). On obtient

= cot Gé + cot Qé —cot Qé — cot 6£
[Klel =5 —cot Gé cot 6{ + cot 6:’,) — cot 6{ . (6.17)
— cot 6é —cot 9{ cot 6{ + cot Qé

On en déduit la formule dite formule des cotangentes pour la matrice de
raideur P

X Z (cot Ojx + cot Oy;), sii=j|

K, =1 N (6.18)

i .
—E(Cot 0ij + cot 0;), sinon

ott N; est I’ensemble des sommets S; adjacents a S;, c’est a dire tel que
[Si, Sj] est une aréte du maillage. Dans cette formule, on fera attention
que typiquementiln’y a parfois quun seul 0;; pour les segments touchant
le bord.

Remarque 6.2.1 Dans le cas de conditions de Dirichlet, avec u le
vecteur des degrés de liberté intérieurs (ne touchant pas le bord du

Ficure 6.3 — Triangle T;, vecteurs nor-
maux et angles

FIGURE 6.4 — hauteur et base associées a
SysurTy




126 | 6 La méthode des éléments finis en 2D

domaine), on a alors la formule

Kii = g Z(CO’E 0ij + cot jS)(u,' = uj). (6.19)
JEN;

Matrice de masse. Concernant la matrice de masse, elle est définie
par
Vi) e LN, M = [ 00i09 40,
Q

En décomposant les contributions suivant les triangles, on peut écrire

V@i, ) e ILNT?, M) = > [ oi(x)ei(x) dQ.

TieT, YT

Nous devons donc calculer Mfl € M3(R) ou
VO € 1LF, W= [ Ao, 620)
T

en nous appuyant cette fois sur la proposition suivante.

Proposition 6.2.6 Soit (k1, kz, k3) € N3, alors

ki 'ko!ks!
INCYEYALY S YA =2 1 EERBLEE T 21
J b a0 =g B 62

Démonstration. A un changement de variable preés, on peut se ramener

sur le triangle T= §1§2§3 ol §1 =(0,0), §2 =(0,1) et §3 =(1,0),

/T (ADRAYR@YE dQ = 2|7 /T AVAZAY dQ,
1

8: voir le paragraphe suivant sur le pas- o1 2|Tj| est le déterminant du changement de variable® et pour (£, §) € T
sage a 1’élément de référence ot nous

détaillons le méme calcul )'\\1(5(‘, 9) =1—-%x- 9,
AZ(jc\/ ﬁ) = f/
AR, 9) =7

Or, on a

1 1-%
/ ApARAl da = / #h / p*(1-% - )b dg df.
T 0 0
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avec

1-% 1-% gk3+1
/ PR -%-p)hdj= / 2 (1-%-9)h1dg

1-% 9k3+k1
= kylks! =——— d7
./o s + k! Y

k1 'ks!

- (k3 + kq + 1)' (1 B f)k3+kl+1'

et ainsi

1 1-%
/ gk / PP - £ - §)k dg df
0 0

1
1
= hitkst | g - e s
O .

1 (1 _ f)k3+k2+k1+1
0 (k3+k2+k1+1)!
k!

B (k3 +k2 +k1 +2)!,

A

= kilky!ks!

ce qui conclut la preuve. O

De la proposition 6.2.6, on déduit donc

o2 11
M;ﬂ:é 121 (6.22)
112

ce qui donne finalement sur les degrés de liberté

1 L
EZ|TZ|, sii=j,

) &
M) =9 17! ' (6.23)
— Z |T;|, sinon.
12 5 5en

Matrice de masse linéique. Enfin, la matrice de masse linéique est
définie par

VG, j) € [L NP, S) = /8 @i dr.

Cette fois il faut décomposer le bord du domaine sur ses arétes (A )1 <m<N,,
et dQ = Uy<y<n, Am implique

Vi) e LN, Si= 3 / () T,

1<m<N,

qui conduit a calculer S8 € My (R) définie par

Vo el 2l (= [ arwuredr, 62

m

127
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9: en fait le calcul est élémentaire par
changement de variable pour se ramener
sur le segment de référence [0, 1], voir
le paragraphe suivant, d’ot1 la similarité
avec les calculs en 1D

10: et déja utilisé en filigrane dans la
preuve de la proposition 6.2.6 et pour
calculer la matrice de masse linéique

11: pour la matrice de raideur, on peut
vérifier que cot éz = cot 93 = 1cet
cotf1 =0

ot cette fois les fonctions de forme sur I'aréte A, = [S]', SJ'] sont

x—-S" x-SV
||s7«—z oy St = —
=2 =1

m — _—

via des calculs en tout point similaires a ce que nous avons fait en 1D,
nous obtenons’

Wﬂﬂmﬁ(wh%%fg. (625

6.2.4 Passage al’élément de référence.

Encore une fois, une stratégie plus élégante et surtout plus systéma-
tique'® pour calculer chacune des contributions par élément est de se
ramener a I'élément de référence. Commencons par les contributions
surfaciques ot1 on se raméne au triangle de référence T défini par les trois
sommets $; = (0,0), S, = (0,1) et S5 = (1,0). Soit E1, le tenseur dont la
représentation matricielle a pour colonnes 512 -5 ll et éé -5 11,

| A R

xl—xl xl—x
Ez=(% bl %)'
= Yo=Y Y3~ Yy

La transformation pour passer de I'élément de référence T & T; est donnée

par
pr:T38mx=81+F-ReT.

Nous noterons (pl’l : Ty — T, la transformation réciproque. Le calcul

différentiel donne

dp1;
Vol = (S
- ]

(g

.
)1si,jgd

Sur ce triangle de référence, les fonctions de base élémentaires sont
MR =AE 9 =1-%-1,
LE) =3, 9) =%, (6.26)
&) =A%, 9) =7,

d’ott on déduit immédiatement™

(2 -1 - L2 11
u@:E—l 1 0], Melzﬂl 2 1
-1 0 1 11 2

Un changement de variable dans les intégrales donne

Wﬂeuﬂ%(wwblﬁMM@MQ

_ /T | det(F)I;(3)A:%) dQ

=2|T| /ﬁf(g)i;(g) dQ = 2|1 | (Ve
T
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Pour la raideur, on rappelle que par composition des différentielles, on
apour tout? € [1,3],

IPiy
Xy

P o N,
Visns<d, s=(hopn® = 131%1 I (21 ®)

%),
soit
V(A o9)&) = ViR - VA eK) = Ei7 - VAx@(K)).

Donc pour tout (7, 7) € [1,3]?,
(57 = & [ Y509+ s a0
=& [ 14et T )80 - (g (5) 402
= 2601 [ (ETY Q) - (B TUAR) d,

ou ;7T = (1:: 1T)7L. Et, avec des éléments finis de Lagrange P1 ot le
gradient est constant par élément, on obtient

(KP)'Y = RITI Y A; - (B - Ei77) - V Ay,
dont on remarquera qu’elle ne s’exprime jamais directement en fonction

de [Ke.,

Regardons maintenant le passage a I'élément de référence pour la
matrice de masse linéique. On repart de (6.24) pour trouver, par le
changement de variable,

[0,1] 3t — t51 + (1 —-1)Sy,

que
SR

ou
1 1
g - 1[0 £2 4t /Olt(l—t)dt =1(2 1)_
fta-ndt [fa-t2dt) 6\1 2

On retrouve donc (6.25).

6.2.5 Formules de quadrature en dimension 2

Comme en dimension 1, il nous reste a comprendre comment étendre
les résultats précédents a des cas ot1 les coefficients ne sont plus homo-
genes, par exemple quand il s’agit de calculer

(K = /T KGOV A5(x) - V 1) dQ2

=201 [ @Y AQ) - B V@) 4o
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TasLEAU 6.1 — Formule de quadrature
sur un triangle T. Les coordonnées des
points de quadratures sont données a

partir des coordonnées barycentriques

Et comme en dimension 1, il suffit donc de formuler les regles de

quadrature sur le triangle de référence pour obtenir

KT = > ancli@n)V A(Ga) - (B ET) - Y Ax(Ga)-

1<n<Ny

Le tableau 6.1 récapitule différents choix.

Ordre | N, | Poids o, Neeuds Ljn
1 |1 ITi] (333)
1 3 31Tl (1,0,0)(0,1,0)(0,0,1)
2 |3 ] 3m | (320)033) (0
4 | 4| -gnl (333
20| (53 (533 (G53)

6.2.6 Assemblage.

Une fois calculées les matrices élémentaires, nous pouvons construire
la matrice globale en sommant chaque contribution sur chaque élément.
On obtient l'algorithme 2. A noter que dans un code éléments finis
2D, I'assemblage sur les triangles est complété par un assemblage sur
les arétes pour les termes linéiques tels que celui étudié permettant de

prendre en compte la condition de Robin.

6.2.7 Calcul du second membre

-
Il nous reste a calculer le second membre ¢ correspondant a la forme

linéaire ¢ € V. Il faut alors calculer les intégrales

V1<i<N, F,g=/f¢idg+/ g¢; dr.
Q Q

Comme en 1D, on assimile f a son interpolée

f=fu= 2> fS)¢;

1<j<N

et ¢ ala sienne

g=gn= >,

1S]’SN,§]'GQQ

8(5))¢;.
On construit ainsi le second membre :

b = th?h +Sign,

o1 on a approché les termes sources par leurs interpolées.

(6.27)
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Algorithme 2: Procédure d’assemblage des matrices de raideur et
de masse en 2D

1 M« 0;
2 K «0;
/* Boucle sur les triangles */

3 forle{l,...,N.} do

/* Mettre a jour la transformation entre 1’élément
de référence et 1'élément courant */

/* Récupération des coordonnées des sommets
composant le triangle a partir de tabneu et
tabtri */

4 | @ Ex+ 5y

s | IT| — det(F);

6 BB« FT-FT;

/* Boucle sur les indices */
7 forie {1,2,3} do
8 I = tabtri(l, 7);
9 forj € {1,2,3} do
10 J = tabtri(l, 7);
/* Calcul de la masse en fonction de |T| */
11 MIJ «— MIJ + |T|(Mil);,f;
12 (K?l);j —0;
/* Boucle sur les points de quadrature */
13 forn € {1,...,N;} do
/* Calcul de la raideur en fonction de
IT|,BB,xo¢@ ! au point de quadrature x/
14 (<7 = (5 + (K5)25(Gn)
15 B K[J — K[J + (K?l)f,j

6.2.8 Prise en compte des conditions aux limites de
Dirichlet

Comme en 1D, la prise en compte des conditions aux limites de
Dirichlet se fait a posteriori en identifiant les degrés de liberté sur le
bord I concernés par une condition aux limites de Dirichlet. On note I
I'ensemble des indices intérieurs et B I'ensemble des indices du bord I'
concernés par les conditions de Dirichlet. Pour récupérer tous les indices
du bord, il suffit de récupérer dans refneu tous les indices qui ont une
référence correspondant au bord.

Conditions de Dirichlet homogénes Considérons dans un premier
temps la formulation variationnelle suivante : Chercher u € Vpy, tel que

Vo € Von, /[@u-{/muv] sz/fde,
Q Q

ou
Yon = {v € Vy tel que U|r= O}. (6.28)

Il est facile de voir que toutes les fonctions de base définies a la
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12: Il n'y a aucune raison que les som-
mets intérieurs soient numérotés en pre-
mier!

13: on omettra les indices h pour simpli-
fier 'écriture

proposition 6.2.4 ne sont pas dans Vp;,. En effet,
§]‘ €00, => ¢)]' ¢ Von.

Cependant, il est facile de montrer que V), est engendré par les fonctions
de base associées a des sommets intérieurs :

Yon = Vect{gbj, §]' ¢ JQ}.

On note dans la suite N; le nombre de sommets intérieurs, ou encore la
dimension de Vp;,. Pour définir les matrices de masse et de rigidité du
probleme, notées respectivement My et Iy, (qui sont de taille N; X N;) et
le second membre, noté Fo (de taille N; X 1) il faudrait donc introduire une
nouvelle numérotation des sommets (et donc des fonctions de base)'?.
Pour calculer et assembler ces matrices, il faudrait également traiter de
maniére différente les triangles qui touchent le bord des autres.

La méthode que nous vous présentons ici est 'extension de la méthode
vue en 1D qui s’appelle la méthode de pseudo-élimination. La démarche
est la suivante.

On construit les matrices de masse et de raideur sur V};, comme indiqué
plus haut sans nous soucier des conditions aux limites. La matrice de la
formulation variationnelle sans prendre en compte les conditions aux
limites est de taille N X N et est ici simplement

A=Ky + M.

Le second membre'® ¢}, est calculé a partir de toutes les fonctions de base
également, il est de taille N x 1.

I faut ensuite modifier cette matrice pour que la solution calculée
soit bien celle qui vérifie les conditions aux limites du probleme. Pour
comprendre cette étape, commengons par supposer que tous les nceuds
intérieurs sont numérotés en premier :

Vo = Vect{qf)j,l <j < Ni}.

Dans ce cas, la matrice A peut s’écrire bloc par bloc (en utilisant (3.21))

A A
A= ,
(ABI ABpB

avec
AT = a(g;, ¢, i,jell, N,
AL = a(p;, i), i€ll,Ni,jelN:+1,N],

i ‘ ' (6.29)
A?I =a(pj, ¢i), i€[N;+1,N1,jel1, N,
Ay = a(pj, ¢i), i€[Ni+1,NI,je[N;+1,N],
et € s'écrit
- (7 U =10y, iell,Ni,
(= fl avec 1= Ue) [N (6.30)

lp i =4(¢p;), i€lN;+1,NI.

Résoudre le probléme de Dirichlet est quant a lui équivalent a résoudre



6.2 Elément fini de Lagrange Py en dimension 2

le systéme linéaire suivant :
Ao = . (6.31)

On observe donc qu'il suffit de modifier la matrice A et le second membre
¢ de la fagon suivante

A— A= A0 , etl — 1 = b ,
0 1 0

avec [ la matrice identité. Ainsi, résoudre le systéme linéaire Afi = { est
équivalent a résoudre le probléeme de Dirichlet (6.31) avec

= ﬁ()
- ().

Comme dit précédemment, les noeuds du bord ne sont pas toujours
numérotés a la fin ou au début. Pour les distinguer des nceuds intérieurs,
il suffit d"utiliser le tableau Refneu. L'algorithme de pseudo-élimination
(voir I’algorithme 3) consiste donc a éliminer les interactions entre nceuds
du bord et tous les autres noeuds dans la matrice EF et de remplacer la
valeur du second membre pour les nceuds du bord par 0 pour finalement
se ramener au probléme de Dirichlet.

Algorithme 3: Pseudo-élimination de la matrice A et du second
membre ¢}, - Dirichlet homogeéne

/* Boucle sur les lignes */
1 forie{l,...,N}do
/* Utilisation du tableau refneu pour distinguer

les neuds du bord */
2 if S; est un neeud du bord then
3 Aji —1;
4 Z’)hl- «—0;

/* Boucle sur les colonnes et les lignes */
5 forje{l,...,N},j#ido
6 L Al‘/’ «— 0;
7 A]‘i — 0;

Notons qu’il est possible également de réaliser la méme action en
introduisant une matrice de projection Py : Vj, — Vy, telle PoPy = Py,
de taille N; X N et de résoudre

PoAPOTﬁo = [P’OZ;

Le nombre d’opérations pour construire la matrice de projection (creuse)
et pour réaliser les produits matrice-vecteur est plus élevé que pour
l'algorithme proposé (sauf éventuellement pour des langages de pro-
grammation ot des fonctions optimisées peuvent étre utilisées pour
réaliser ces opérations).
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Conditions de Dirichlet non homogénes Considérons enfin le pro-
bléme avec des conditions non homogenes : Chercher u € V), tel que
u = gy sur dQ et

Vv € Vo, /[KYM'YU+MU]dQ=/fZ)dQ,
Q Q

ol1 on suppose pour simplifier que g5 € Vj, (sinon il faut interpoler la
donnée).

Ecrire u = gy, sur dQ est équivalent a écrire
u(Sj) = gn(Sy),  Sj € I

Nous présentons tout de suite la méthode de pseudo-elimination dans
ce cas. Comme précédemment, il faut assembler les matrices et calculer
le second membre sans se soucier des conditions aux limites dans un
premier temps.

Supposons tout d’abord que les noeuds intérieurs sont numérotés en

premier. Résoudre le probleme précédent est équivalent a résoudre le
systéme linéaire suivant

Arppiig + Api g = b ot § = (g(S))ierni+inT, (6.32)

et ol les matrices A, Ap; sont données dans (6.29) et E est donnée par
(6.30).

1l suffit cette fois de modifier la matrice A et le second membre { de la
facon suivante

~ (A Ap; > 7z 0
A—>A=(O |])’ et€—>€g:(# ,

et résoudre le systéme linéaire /&ﬁg = ?g est équivalent a résoudre le
probleme de Dirichlet (6.32) avec

- [%).

Algorithme 4: Pseudo-élimination de la matrice A et du second

=
ST

membre ?h - Dirichlet non homogene

/* Boucle sur les lignes x/
1forie{l,...,N}do

/* Utilisation du tableau refneu pour distinguer

les neuds du bord */
2 if S; est un neeud du bord then
3 Aji —1;
4 i — 8(Si);

/* Boucle sur les colonnes et les lignes */
5 forje{l,...,N},j#ido
6 L Ai]' — 0,'
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A noter que dans I'algorithme 4, la matrice résultante n’est pas symé-
trique méme si le probleme I'était initialement. Ce n’est pas forcément tres
satisfaisant pour des algorithmes d’inversion qui peuvent bénéficier du
caractere symétrique de la matrice. Dans ce cas, on pseudo-élimine aussi
sur les colonnes en prenant soin de retrancher d’abord la contribution
des nceuds du bord :

A R L)
0 1 g g

On calcule dans ce cas non pas u mais u — Z 2(Si)oi.
i,E,‘E&()

6.3 Eléments finis de Lagrange généraux

En fait, il existe une formulation abstraite de la notion d’élément fini de
Lagrange que nous proposons maintenant de présenter succinctement.
Cette définition est générale sur R? mais nécessite d’étendre la notion de
maillage dans R

6.3.1 Eléments finis de Lagrange Py

Commencons par généraliser ce que nous avons vu a RY pour d = 3,
sachant que le cas d quelconque se déduira sans peine. Le cadre général
nécessite de pouvoir définir la notion de maillage symplectique dans R*.
En dimension 3, la généralisation du maillage de triangles est donc un
maillage de tétraédres.

s \

Définition 6.3.1 (Maillage tétraédrique) Soit ) un ouvert connexe
polyédrique de R3. Un maillage tétraédrique de Q est un ensemble noté Ty,
de N, tétraédres {1 }1<i1<n, tels que

— Tout tétraédre Ty est d’intérieur non vide (c’est-d-dire iik;& @). On
définit alors py le rayon de la plus grande boule contenue dans Ty et
hy le rayon de la plus petite boule contenant T.

— ']?'k N ']?'krigsik + Kk,

— U Tk = Q,

— toute face triangulaire d’un tétraédre est soit une face d'un autre
tétraédre soit un triangle porté par la frontiére 9,

\ J

On notera la similitude avec la définition 6.2.1 et on pourra donc
généraliser cette définition a n'importe quelle dimension en remplagant
tétraédre par d-simplexe et face par d — 1 simplexe.

On peut ainsi introduire 1'espace d’approximation éléments finis Py
pour k > 1 par

Vi = VP = {vh e COQ) tel que vy |1, € PRVT; € 7;} (6.33)

ot Pi(T;) désigne I'ensemble des polynémes multivariés sur T; de degré
au maximum k.
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On peut maintenant donner une définition générale et abstraite d"un
élément fini de Lagrange, qui s’appliquera notamment aux éléments finis
de Lagrange Py.

Définition 6.3.2 On appelle élément fini de Lagrange d’ordre m un triplet
(K, Z,P) oui K est un fermé borné non vide de RY, Y un ensemble de Nx
naeuds (MlK )izl/NK appartenant a K et P un espace vectoriel de polyndmes
contenant P™(K) (espace des polyndmes de degré au plus m sur K) tels que :

Y(a', a?,---,aN)T e IRNK,EI!p € P tel que

Vie [1,Nkl, p(MK)=a'. (6.34)

\ J

Un point de X s’appelle un degré de liberté de Lagrange et lorsque la
propriété (6.34) est vérifiée on dit que P est L-unisolvant. Cette propriété
exprime le fait que l’application :

P — RNk
e fp (). op (M3

est bijective, c’est-a-dire que toute fonction de 1’espace d’approximation
est déterminée de facon unique par les valeurs qu’elle prend aux degrés
de liberté.

CD)::

Revoyons quelques exemples en dimension 2 afin de mettre en pratique
cette définition générale.

Elément fini Py :  Soit T le triangle de référence constitué par les points
Sl = (O/ 0)/ SZ = (1/0) et 53 = (0/ l)

K=T

z={(53)]
P(K) = Po(T) = {c,c € R}

14: 11 est important de remarquer que La fonction de forme associée! est

cet élément fini permet de définir des

fonctions qui seront constantes par élé- /'\\ 123 = 1.
ment mais pas continues. Elles ne ren-
treront donc pas dans le cadre de I'ap-
proximation interne que nous verrons au
chapitre 7, mais pourront s’avérer utiles
pour des approximations de fonction-
nelles définies uniquement sur L?(Q).

Elément fini P :
K=T
T =1{8,5,,83)
P(K) = P(T) = {ax + by +c,(a,b,c) € R%}
Les fonctions de forme associées sont
/A\l(x,y) =1-X-7,
Aolx,y) = %,
;\3(xr ]/) = ]?
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]'Elément ﬁr}i sz E)n défAinitAde plus les milieux §12, 523, S 13 des seg-
ments (51, 52), (Sz, 53) et (51, 53). On a alors
K=T
Y =1{81,5,,83, 512,55, 513}
P(K) = Po(T) = {ax?® + by? +cxy +dx +ey+f,(a,b,c,d,e, f) € R®}
Les fonctions de forme associées sont
Ax,y)=(1-%-9)(1-2%-2D),
Ao(x,y) = £(2% - 1),
As(x,y) = 920 - 1),
Analx, y) =421 - £ - 9)(1 - 2% - 2),
Ax(x, y) = 417,
Ais(x,y) = 49(1 - £ - ).

Une stratégie similaire a la dimension 1 permet de retrouver rapidement
ces fonctions. Il suffit d’écrire les équations des droites sur lesquelles
les fonctions doivent s’annuler. Par exemple )A\l doit s’annuler sur (§2§3)
d’équation (1 — X — ) = O et sur (512523) d’équation (1 — 2% —27) = 0.

s N

Remarque 6.3.1 On notera que les éléments finis P¥ vus en dimension
1 rentrent aussi dans le cadre de la définition 6.3.2.

— Ordre0:
K =10,1]
1
== {5}
P(K) = Po([0,1]) = {c,c € R}
— Ordre1:
K=10,1]
r={0,1}
P(K) = P([0,1]) = {bx + ¢, (b, c) € R?}
— Ordre2:
K=10,1]
Zz{QL%}

P(K) = P»([0,1]) = {ax® + bx + ¢, (a,b,c) € R®}

L J

Revenons a la définition de "V}[lp *.On peut montrer que dés que le triplet
(K, L, Py) est bien défini et est unisolvant, il est possible de caractériser
les degrés de liberté du maillage construit a partir de X, introduire une
base de fonctions dite de Lagrange qui permet de caractériser 1'espace.

Proposition 6.3.1 L'ensemble des degrés de liberté de I'espace (thm " est donné
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par
Tpe={F(X), F() =T, 1€lL,NI}={M,..., My}
Une base de (Vf * est donnée par les fonctions (P;)1<i<n telles que
¢i(M;j) =8 i,jell, NI,

et

N
Yo € (Vhp", v = Z v(M;)pi(x).
i=1

\ J

La preuve est trés similaire a celle de la proposition 6.2.4 des qu’on
s’est assuré que Py est Z-unisolvant.

Ainsi en dimension 2, d"aprés ce qui précede, on déduit que

dimV," = Ny, dimV,? = N, + N,, dimV,”® = N; + 2N, + N, ...

6.3.2 Eléments finis de Lagrange Qy

En dimension 2, il est possible de définir des éléments finis, notamment
de Lagrange, sur des fermés bornés K qui ne sont pas des triangles, mais
des quadrangles. On présente ici comme exemples les deux éléments (Q;
et » en dimension 2, conformément a la définition 6.3.2.

Elément fini Q; :

K=0
% =1{5,5,,855 5}
P(K) = Q(T) = {ax + by + cxy +d, (a,b,c,d) € R*}

Les fonctions de forme associées sont

A, y) =(1-91-D),
Aalx,y) = (1= 1),
As(x,y) = 29,
Aalr,y) = 91 - 2).
dont on voit qu’elles correspondent a la tensorisation des fonctions de

bases P1([0,1]) en dimension 1. On remarquera que les fonctions de
@1(Q) ne sont pas affine mais contiennent des termes quadratiques de

type £7.

FElément fini @, : On définit de plus les milieux §12,§23,§34, §41,
des segments (51, 52), (S2, S3), (S3, S4) et (51, S4). Et on ajoute enfin le
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barycentre de quadrilateres §1234 On a alors

K=0
r= {§11§2/ é\313\4/ 5121 §23/ §34r §14r 31234}

P(K) = Qy(T) = { > it (aij) € Rg}

0<i,j<2

Les fonctions de forme associées sont de nouveau construites par ten-
sorisation des fonctions de base P,([0, 1]). On obtient donc 9 fonctions
de bases chacune s’annulant sur 8 noeuds de 1’élément et valant 1 sur le
nceud restant.

En dimension 3, on peut définir le méme type d’éléments finis de
Lagrange, mais cette fois K devient un hexaedre.

L'utilisation de tels éléments finis nécessite cependant de construire
des maillages « cubiques ». Si cela peut étre élémentaire sur des domaines
eux-mémes cubiques, c’est beaucoup plus délicat pour des géométries
plus générales [22], voir un exemple en dimension 3 a la figure 6.6.

Définition 6.3.3 Soit Q un ouvert connexe polyédrique de R?. Un maillage
cubique de Q est un ensemble Q, de d-cubes (non dégénérés) (Qi)i<i<n
qui vérifient
1 Q;c QetQ = U:.llei,
2. lintersection Q; N Q; de deux d-cubes distincts est une face (ou un
segment), dont tous les sommets sont aussi des sommets de Q; et Q;.

J

FIGURE 6.6 — Maillage tétrahédrique
et conversion en maillage hexaédrique
réalisée par le code Hexotic. Repro-
duction autorisée par Loic Maréchal,
source team.inria.fr/gamma/gamma-
software /hexotic


https://team.inria.fr/gamma/gamma-software/hexotic/
https://team.inria.fr/gamma/gamma-software/hexotic/
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15: On peut vérifier que la transforma-
tion est affine si, et seulement si, Q; est
un parallélogramme

Les sommets du maillage Q, sont les sommets des d-cubes Q; qui le

composent. Par convention, le paramétre h désigne le maximum des diamétres
des d-cubes Q;.

En toute généralité, nous définissons I'ensemble Qy des polynoémes a
coefficients réels de R? dans R de degré inférieur ou égal a k par rapport
d chaque variable, c’est-a-dire que tout p € Qy s’écrit sous la forme

_ i1 iN _
p(x) = Z @i,y Xy Xy avecx = (X1, eee) XN)-
0<iy<k,...,0<inN<k

Et nous soulignons que le degré de p peut étre supérieur a k, ce qui
différencie I'espace Qy de Pk.

Soit Q = ITi<i<q[li, Li] un d-cube généralisé de R?. Pour tout entier
k > 1, on définit le treillis d’ordre k du d-cube Q comme 'ensemble

xj—l]- 1 k-1 .
_ e <i<
o {geKtelque T e{o,k,..., ) ,1},1_;_1\1}. (6.35)

Le treillis est unisolvant pour les polynémes Qx

Lemme 6.3.2 Soit Q un d-cube. Soit un entier k > 1. Alors, tout polynome
de Q est déterminé de maniére unique par ses valeurs aux points du treillis
d’ordre k, L, défini par (6.35).

& J

Lemme 6.3.3 Soit Q et Q' deux d-cubes ayant une face commune IT' =
dQ N JQ'". Soit un entier k > 1. Alors, leur treillis d’ordre k Ly et X
coincident sur cette face I'. De plus, étant donné pg et pgr deux polynomes
de Q, la fonction v définie par

_ ] polx) sixeQ
ol = { po(x) sixeQ’

est continue sur Q U Q’, si et seulement si pg et pgor ont des valeurs qui
coincident aux points du treillis sur la face commune T'.

\ J

On peut ainsi introduire I'espace d’approximation éléments finis Q
par

YV, = (V,?k = {ZJ e CU(Q) tel que v |Q,. € Qy pour tout Q; € Qh}.
(6.36)
Pour caractériser cet espace, il nous faudra aussi définir la transformation
de l'élément de référence a 1'élément courant. Pour passer du cube
unité é = [0,1]% a un d-cube convexe Q; quelconque, on introduit une
transformation ¢;, comme pour les triangles. Cette fois-ci, ¢; n’est pas

systématiquement affine'®. Par exemple, en 2D, elle est de la forme

len [ I 1
ay Xy + by X + o +d;

(P[(J’C\/ﬁ): Il an I~ I A 11~
Lz a, X7 + byX + ¢, +d,

ol les 8 coefficients sont définis tels que

piS) =S 1<i<4
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ou1{5;,1 < i < 4} sontles sommets du carré Q =1[0,1]%et {Sﬁ, 1<i<4}
les sommets du quadrilatére Q;. On vérifiera que comme pour les
triangles, si le d-cube n’est pas dégénéré alors cette transformation est
bien définie et inversible. Nous renvoyons a [16] pour plus de détails.

N

Enfin, nous pouvons caractériser 1’'espace (V]?" a partir de la base
d’éléments finis associée.

I \

Proposition 6.3.4 L'ensemble des degrés de liberté de I'espace (Vl?" est donné
par

Lg = {W(Z), Q) =Qr, Qi e Qh} ={My,...,Mn}.
Une base de (Vl?" est donnée par les fonctions (¢i)1<i<n telles que
bi € V¥, ¢iM;) =8, i,jel1,NI,

et

Nk
Yo € ‘Vf", v= Z u(M;)pi(x).
i=1

6.4 Eléments finis : cadre général

Nous pouvons conclure ce chapitre sur les éléments finis en passant au
cadre permettant de définir un espace éléments finis en toute généralité.

En effet, les éléments finis de Lagrange ne permettent pas de traiter
toutes les situations. Nous avons commencé a le voir avec le probléme
du 4e ordre traité avec les éléments finis de Hermite. Certains éléments
finis pourront aussi étre construits en controlant les flux aux interfaces et
ainsi étre plus adaptés a certaines lois de conservations, etc.

Définition 6.4.1 (Elément fini) Soit K un fermé borné connexe d'intérieur
non vide de R, On appelle élément fini sur K la donnée d'un triplet
(K, %, P), on

— P est un espace vectoriel de dimension N de fonctions C*(K)

— X est un ensemble de N formes linéaires'® (0')1<j<ny sur P tels que

Via', o, o) e RN Fploi(p)=al.  (637)

Les formes linéaires (0')1<i<ny sont appelées les degrés de liberté.

. J

Une conséquence directe de la définition est que
@ P 3 p o (0 (Phsisng, (6:38)
est un isomorphisme. Notamment, on a
Vpe®, [Viell,Nkl, d'(p)=0]=[p=0], (639

qu'on appelle la propriété d'unisolvance.

La proposition suivante est immédiate.

16: c’est a dire une distribution sur
C*®(K) avec K un fermé
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17: ce sont des distributions de Dirac

18: Jean-Claude Nedelec et Pierre-
Arnault Raviart ont été enseignants-
chercheurs a 'Ecole polytechnique

Proposition 6.4.1 (Fonctions de forme) Il existe une base (A;)1<i<n, de
P telle que

Vi, j € [L,NcI?, o'(A;) =0,

Les (A;) sont appelées fonctions de formes.

Evidemment la définition 6.3.2 des éléments finis de Lagrange est
compatible avec la définition générale pour peu qu'on définisse non pas
le support des points (M;)i<;<n, mais les formes linéaires associées a
I’évaluation en ces points & = (8, )1<i<ny définies!” par

Vp € CK), Smi(p) = p(My).

On vérifiera aussi que 1'élément fini de Hermite en 1D rentre aussi
dans cette définition, o1 nous avions déja introduit les formes linéaires
(0')1<i<4. Comme dernier exemple d’éléments finis généraux, nous pré-
sentons une classe d’éléments finis trés importante constituée des élé-
ments finis de type moments.

Proposition 6.4.2 (Eléments de type moments) Soit K un fermé borné
connexe d'intérieur non vide de R?. Soit P un sous-espace de dimension
finie de L2(K) et (A;)1<i<ny une base de P. On définit © = (o' )1<i<ny ol
pour tout 1 € [1, Nkl

: 1
g P> r—>—//\-~ dQ.
PK] S &R

Alors (K, L, P) est un élément fini appelé élément fini modal

& J

Démonstration. La preuve est classique. Onad’abord dim # = card X.. De
plus soit p = X1<j<ny a//_\]- € P, tel que ai(p) =0 pour tout i € [1, Nx]l,

alors .
0= 3 @o'p)= o [ IpPaK,
1<i<Ng - Kk =
donc p = 0 ce qui démontre la propriété d unisolvance. O

Il existe de nombreux autres éléments finis comme les éléments finis de
Nedelec 8, de Raviart-Thomas, de Crouzeix-Raviart, etc. Nous renvoyons
notamment a [12] pour une présentation beaucoup plus exhaustive.



Analyse numérique de la
méthode des éléments finis

Dans ce chapitre nous procédons a I'analyse numérique de la méthode
des éléments finis qui a été présentée dans les chapitres 5 et 6. L'analyse
numérique consiste a controler quantitativement I’erreur d’approxima-
tion en fonction du raffinement du parametre h. Nous avons déja vu
au chapitre! 3 avec le lemme de Céa 3.6.2 puis le théoréme 3.6.4 que la
convergence ne nécessite pas d’hypothése sur la solution du probléme
dans V. Nous allons voir dans ce chapitre que pour estimer la vitesse
de convergence, des hypothéses supplémentaires sur la solution sont
nécessaires. De plus, cette vitesse de convergence est éventuellement
limitée par la régularité de la solution. Ce type d’analyse est fondamental
dés qu’on souhaite offrir des garanties sur ’approximation.

7.1 Introduction

Nous considérons a nouveau le cadre général du formalisme variation-
nel introduit au Chapitre 3. Etant donné un espace de Hilbert V, une
forme bilinéaire continue et coercive V? 3 (u,v) — a(u,v) € R, et une
forme linéaire continue V 3 v i {(v) € R. On notera dans toute la suite
v > 0 la constante de coercivité et M > 0 la constante de continuité de la
forme bilinéaire a(u, v) qui vérifie donc

a(u,u) > vl|u||3v Yuevy,
la(u,v)| < Mllully [|olly Yu,veV.
On consideére la formulation variationnelle :
Trouver u € V telque a(u,v) = {(v), YveV, (7.1)

dont on sait qu’elle admet une unique solution par le théoréme 3.5.1 de
Lax-Milgram.

Nous avons vu que I'approximation interne de (7.1) consiste & remplacer
I'espace de Hilbert V par un sous-espace de dimension finie V), C V
muni de la norme de V ot on cherche la solution de

trouver uy € Vy tel que a(uy, vy) = £(vy) Yo, € V. (7.2)
Nous avons au chapitre 3 et le théoréme 3.6.4 que
lim|fu = uplly =0, (7.3)
ol u est la solution de (7.1) et uy, celle de (7.2).

Dans la suite de ce chapitre, nous allons justement effectuer 1’ana-
lyse numérique qualitative, en étudiant la vitesse de convergence de
I"approximation.

1: Attention dans le chapitre 3, les es-
paces de dimension finie sont indexés
par la dimension de l'espace alors que
dans la méthode des éléments et donc
dans ce chapitre, les espaces sont indexés
par le pas du maillage 5.
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Définition 7.1.1 (Vitesse de convergence) On dit que I'approximation in-
terne est convergente d l'ordre k s'il existe une constante C > 0, indépendante
de h telle que

llu = uplly < ChE.

7.2 Vitesse de convergence de la méthode des
éléments finis

7.2.1 Une estimation d’erreur en dimension 1

Probléeme modéle Pour fixer les idées, nous nous appuyons sur un
probleme modéle, mais les résultats que nous allons présenter sont en fait
trés généraux. Soient L > 0 et f € L?(]0, L[), on considére le probléeme
modeéle suivant : On cherche la solution u € V = H(]0, L[) de

L
v (o, LD), "(x)v'(x)| d
v e H'(J0, L[) /O [u(x)v(x)+u(x)v (x)] x

L
_ /0 Fo(x)dx, (7.4)

correspondant a la formulation forte
—-u'+u=f dans 0, L[, 7.5)
u’(0) =u’(L) =0.

La formulation variationnelle (7.4) est approchée par une méthode de
Galerkin de type éléments finis de Lagrange d’ordre 1. Nous considérons
donc une discrétisation 7, du domaine [0, L] de la forme,

O:x0<x1<...<xNi<xNi+1:L.

On note h = maxo<i<n;(|xi+1 — xi]), et V), l'espace d’approximation
défini en (5.5), voir le chapitre 5 pour plus de détails. On rappelle que
I'espace V), des éléments finis de Lagrange d’ordre 1 est inclus dans les
fonctions continues par ailleurs C! par morceaux sur une partition finie
du domaine. Donc par le théoréme 2.2.2, I'espace “Vj; est un sous-espace
de H(Q).

Opérateur d’interpolation Dans le cadre d’une approximation Py,
les fonctions de base (¢;); sont alors les fonctions de forme vues au
paragraphe 5.2.1. Pour démontrer la convergence de la méthode des
éléments finis, nous définissons tout d’abord un opérateur d’interpolation.

Définition 7.2.1 (Opérateur d’interpolation P;) On appelle opérateur
d’interpolation Py I'application linéaire T, de H' (10, L[) dans V), = P1(Zj)
définie, pour tout v € H(]0, L[), par

N;+1

(IL0)(x) = > o(x))ej(x).

j=0
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Cette définition a bien un sens, car, en vertu du théoréme 2.2.10, les
fonctions de H'(]0, L[) sont continues et leurs valeurs ponctuelles sont
donc bien définies®. L'interpolée H}IU d’une fonction v est simplement
la fonction affine par morceaux qui coincide avec v sur les sommets du
maillage x;, comme illustré sur la figure 7.1.

TN
\§ _~
Ity
h
_ \?
1 };
x0=0] X1 Xj XN+1 =L

L'estimation de la vitesse de convergence de la méthode des éléments
finis Py vareposer sur la quantification de l'erreur d’interpolation du type
[lo— Hiv ||g1- Pour ce faire nous allons suivre une méthode systématique
qui s’appuie sur le passage a I'élément de référence. Cette approche
se généralisera ainsi aux dimensions supérieures. Commencons par
introduire des semi-normes locales sur chaque élément.

I \

Définition 7.2.2 (Semi-normes locales) Sur chaque intervalle ouvert
I} = (x1,x141) avec | € [0, N;]l, on notera pour tout m € N les semi-

normes>
X+1 o %
91,1, = (/ [0 dx)
X

\ J

Lemme 7.2.1 (Lemme de Bramble-Hilbert en dimension 1) Il existe une
constante* C telle que pour tout | € [0, N;]
Yo e HA(I)), |o- H%{ULMI < Ch[vlp,, (7.6)

et

Vo e HA(I), |o- H}lv|ul < Chylvl,. 7.7)

\ J

Démonstration. Supposons que v € D(I;) := C¥([x;, x111]) et on conclura
par densité. On définit

w=v- H}lv e D).

La transformation entre 'élément de référence [ = [0,1] et I; est donnée

par
@ :[0,1] > & = X +x; € [x1, x141],

telle que

X1+1 1
wl? ), =/ [w(x)|? dx = hl/ D)2 =W [®L,, (78
X7 0 4

2: En dimension 1, I'interpolée est défi-
nie sur H!(]0, L[), et non pas seulement
pour des fonctions réguliéres (continues)
de H'(]0, L[). Ce sera différent en dimen-
sion supérieure

Ficure 7.1 — Opérateur d’interpolation

1
1—Ih

3: et notamment pour m = 0, on re-
trouve la norme L2(x}, x741)

4: indépendante donc du diametre h; =
|x;41 — x;| de lintervalle ouvert I; =
(x1, x141)
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ou @ = w o @. Puisque @’ = hjw’ o @, on obtient aussi

9 X141 ) 1 1 A2 gn 1 . 2
[wly;, = .L |w'(x)|* dx = h_l/o |D' (%) dX = W |w|1j. (7.9)
Et de méme, on obtiendrait

1
2 A2
lvl3,;, = h_? |U|2j- (7.10)

Pour démontrer le lemme, il nous suffit donc de montrer qu'il existe
une constante C € R}, telle que pour tout & € D([0, 1]) et pour m € {0, 1}

5-1% < Clp|

m,1

2,17

ot sur I'élément de référence I ,ona
15 = (5(1) — 5(0))% + 5(0).

Remarquons tout d’abord que 9 — I11(5) € H(l) (]0, 1[) et par I'inégalité de
Poincaré (2.31), on en déduit

<|p-11'0

. . (7.11)
0,1

1,1

car la constante de Poincaré est égale a la longueur de 'intervalle d’apres
la proposition 2.2.23, ici 1. Puis on remarque que

R 1
(IT19Y (x) = 5(1) — (0) = / 5(2) d#,
0

donc & — IT'% € H(J0,1[) est a moyenne nulle. Par l'inégalité de
Poincaré-Wirtinger (2.34), il existe une constante C € R} telle que

B — (ﬁl 6)//

=C|p” (7.12)

A7 “rlay
v—mwhﬁc o

ol

puisque (IT'6)” = 0. On obtient donc finalement, d’aprés (7.8), (7.12) puis
(7.10),

< h|p-11'0

|v - H}zvﬁ,h < hi

2 172 49,12
07 < 0" < hyplolyy,

qui justifie (7.6). De méme d’apres (7.9), (7.11) puis (7.10), on a

112 N 2l A A2 21,2 2
|v - Hhv|u[ < —o-1I'0 — |v”|0j < C*hiloly,,

1
hy

qui justifie (7.7). O

On déduit du lemme de Bramble-Hilbert le résultat suivant sur tout
I'intervalle 0, L[.

[Proposition 7.2.2 Il existe une constante C indépendante de h telle que,]
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s N

pour tout v € H2(]0, L[),
llo = I, 0llzqgo.Lpy < CHAI10” llzqo,p)s (7.13)

et
lv" = (IT,0) lL2qo,.py < Chllo” lizqo,rp- (7.14)

J

Démonstration. A partir du lemme précédent de Bramble-Hilbert, on
écrit simplement

1,112 _ 1.2
o _HhU“LZ(]O,L[) = Z |v _Hhv|0,ll

0<I<N;
49012 4 2
< D0 Kol < 10"
0<I<N;

et de méme
’ 1.,.\/112 _ 1,12
" - (IT,v) ”LZ(]O,L[) = Z |v _Hhv|1,11
0<I<N,

== 1
2012 2 2
< D0 Mol < P07 -
0<I<N;

O

Remarque 7.2.1 Il existe aussi des preuves directes du résultat précé-
dent, c’est-a-dire sans passer par 1’élément de référence. Cependant, les
ingrédients de la preuve sont en réalité similaires. Soit v € C*([0, 1]).
Par construction, l'interpolée H}zv est une fonction affine et, pour tout
x € (x7,x141),0na

v(x) — H}lv(x) =o(x) - (v(xl) + w(x - xl))

Xi+1 — X|

x _ X1+1
=/ o'(1) dt—u/ o'() dt
x| Xi+1 — X| X

= (x = x)v"(x1 + Ox) = (x — x1)v"(x; + O1)
X746y
= (x —x1) v”(t)dt, (7.15)

x1+6;

par la formule des accroissements finis avec 0 < 0y < x — x; et
0 < 01 < h. On en déduit, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que

X

I+1 2
lo(x) - T o(x) < 12 ( / [0 ()] dt)
X
X1+1
<n / [o”(t)> dt.  (7.16)
X

En intégrant par rapport a x sur l'intervalle [x;, x741], on obtient

X1+1 2 X141
/ |v(x) - H}lv(x)| dx < h4/ [o” (t)|* dt,
X| X1

147
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ce qui, en sommant sur /, prouve (7.13). Par densité ce résultat est
encore vrai pour tout v € H2(]0, 1[). La démonstration de (7.14) est
tout a fait similaire : pour v € C°([0, 1]) et x € (x, x741), on a

v(x141) — v(x7)
T
_ % /1 ") - o' (1) dt

1 X1+1 X
= z‘/ / v”(y) dy dt.
X1 t

Elevant au carré cette inégalité, appliquant Cauchy-Schwarz deux
fois et sommant en / on obtient (7.14), qui est aussi valide pour tout
v € H%(]0, 1[) par densité.

\ J

v'(x) = (I,0) (¥) = v'(x) -

Convergence On peut maintenant étudier la convergence de la méthode
des éléments finis P;.

Theoréme 7.2.3 Soient u € H(]0, L[) et uj, € Vj, les solutions respectives
des formulations variationnelles (7.1) et (7.2), définies pour le probléme
modeéle (7.4). Alors, la méthode des éléments finis P converge, c’est-d-dire
que

lim llu = unllen o,z = 0. (7.17)

On suppose de plus que f € L*(]0, L[), alors u € H*(]0, L) et il existe une
constante C indépendante de h telle que

lu — unllimqorp < Chllu”ll2qoLp < Chllfllizqo,Lp- (7.18)

\ J

Démonstration. Soient W = H2(]0, L[) et
rh:(WBZ)I—)HiUE(Vh.

D’aprés la proposition 7.2.2, si v € H(]0, L[) il existe une constante
C € R indépendante de / telle que

lo = ruollmgo.cp < ChIO” ll2qo,Lp).

donc en particulier pour tout v € H2(]0, L[) dense dans H!(]0, L[)
li - =0.
lim Jjo = 74len o,y
Ainsi d’apres le théoréme 3.6.4, on a bien la convergence
li - =0.
lim [l = wnlln o,y
Si f € L%(]0, L[), alors on déduit immédiatement de —u” = f — u que
u € H2(]0, L[) et

lu"ll2qo,ep < Nfzqoep + Neelliaqo,cp-



7.2 Vitesse de convergence de la méthode des éléments finis

De plus, par la formulation variationnelle (7.4), on a

2 2
”u”LZ(]O,L[) < ”u”Hl(]O,L[) < “f”Lz(]O,L[)”u”LZ(]O,L[)'

Ces deux derniéres inégalités nous permettent de déduire que

1 Nlzgo,Lpy < 211f Ie2qo,Lp-

Comme u € H2(]0, L[), on a d’aprés le lemme 3.6.2 de Céa

u—u <C inf |lu—-v
Il il o,z ,inf, I nlle o,

< Cllu =T ullimqop < Chllu”llizqorp < 2CHIflli2qo,rp-

7.2.2 Convergence et estimation d’erreur en dimension
d>2

Probléme modele. De nouveau, nous considérons un probleme modele,
mais les résultats que nous allons présenter sont en fait trés généraux.
Soient Q ¢ R un ouvert de frontiere polyédrique et f € L*(Q), on
consideére le probleme modéle suivant : On cherche la solution u € V =
HY(Q) de

Vo € H'(Q), / |4(900) + Y ux) - Vot)| a0
Q
- [ faiod0. @)
Q
de formulation forte correspondante

—-Au+u=f dansQ,
ou (7.20)

> =0 sur JQ.

La formulation variationnelle (7.4) est approchée par une méthode de
Galerkin de type éléments finis de Lagrange sur des maillages triangu-
laires. On considére 1'espace de discrétisation

V, = (Vth = {Uh e CUQ) tel que vy |, € Py pour tout T; € ‘771},

tel qu'introduit au paragraphe 6.3.1. On rappelle que I'espace Vj, est
inclus dans les fonctions continues par ailleurs C! par morceaux sur une
partition finie du domaine. Donc par le théoréme 2.2.2, on a bien que
l'espace V}, est un sous-espace de H'(Q).

Maillage et raffinement Il nous faut commencer par des hypotheses sur
les maillages triangulaires considérés. On introduit deux parameétres géo-
métriques caractérisant les éléments du maillage : pour tout d-simplexe
T, on note h(T) le rayon de la plus petite boule contenant T et p(T), le

149
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5: Que ce soit en pratique, comme en
théorie, il faudra donc éviter d’utiliser
des d-simplexes T trop aplatis.

rayon de la plus grande boule contenue dans T,

WT)= inf r, p(T)= sup r.
( ) TCB(x,r) p B(g,r%:)cT

Bien str, on a toujours h(T)/p(T) > 1. Ce rapport est d’autant plus
grand que T est «aplati » : il mesure en quelque sorte la tendance a la
dégénérescence de T.°

Dans toute la suite, on considerera une séquence dénombrable de
maillages (75, )i, en, paramétrée par

hy, = max h(Ty), (7.21)
Tie

Tin

et qui, sauf mention contraire, seront tels que Q = U{Tj, T; € 7}, }. Le
parametre h,, a vocation a tendre vers 0, ce qui implique des maillages
d’autant plus raffinés que h,, est proche de 0. Il est d"usage pour simplifier
'écriture de noter génériquement cette suite (7})5>0-

Définition 7.2.3 Soit (7},)~q une suite de maillages de Q. On dit qu’il
s’agit d'une suite de maillages réguliers si

1. la suite h = maxg,eq; h(T;) tend vers 0,

2. il existe une constante C telle que, pour tout h > 0 et tout T € Ty,

h(T)
o =

\ J

(7.22)

Remarque 7.2.2 Parfois, on définit i comme étant maxy,e;, diam(T;)
ou
diam(T) = max |x —y].
)_(,}_/)E 2 =
On se convaincra sans peine que si ces définitions différent, elles sont
équivalentes au sens ot il existe C; et C; telle que

C1 maxdiam(T;) < h < Cy max diam(T;).
T,eT; TieTy

. J

Remarque 7.2.3 En dimension d = 2 la condition (7.22) est équivalente
a la condition suivante sur les angles du triangle T : il existe un angle
minimum 6y > 0 qui minore (uniformément en /) tous les angles de
tout T € Tp,.

\ J

Opérateur d’interpolation Commencons par définir les opérateurs
d’interpolation sur les espaces ’Vf * des éléments finis P introduit en
(6.33).

Définition 7.2.4 On appelle opérateur d’interpolation P I'application
linéaire 1} € L(CY(Q), (VhP") définie par

N

Vo e C'Q), ([Io)) = > 0(S);),
j=1
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ot la famille {¢;, j € [1, N1} est définie a la proposition 6.3.1, et S; sont
les nceuds du maillage.

\ J

s N

Proposition 7.2.4 Lopérateur H’;l est un opérateur de projection.

\ J

Démonstration. D’apres le lemme 6.3.3, Hﬁv est continu, notamment au
passage d'un élément a 'autre. Par ailleurs, par construction de la base
d’éléments finis de Lagrange, on a

N N
(ITE0)(S) = D 0(S)9i(Si) = D, 6lu(S) = 0(Sy),
=1 j=1
d’ot1 le résultat. O

La propriété précédente était déja vraie en 1d. Cependant, quelque
chose a changé en dimension d > 2. L'opérateur d’interpolation ne
s’applique pas aux fonctions de H!(Q) qui ne sont en général pas conti-
nues®.

Comme en dimension 1, on introduit différentes semi-normes. Rappe-
lons tout d’abord que pour a = (a1,--- , aq4) € N4 on note |a| = 3; a;,
et pour tout v € H" avec |a| =m on a

dlly
2%v = (9");'1 ”‘dv = S Alaqt
xl “'Xd axl “ e axd

I \

Définition 7.2.5 (Semi-normes locales) Sur chaque élément T; de Ty, on
définit les semi-normes

olas= 3 [ [
aeN4 T

\ J

1
2 2
a

o4 ol dQ
o " iy

Comme en dimension 1, nous allons nous ramener a I’élément de réfé-
rence. On introduit la transformation affine entre 1’élément de référence
et I’élément T;, soit

¢r:Tax— ¢ix)=F-x+81 €T,

C’est une application affine ot1 V ¢;(x) = F; ne dépend pas de x et S; 1
est le premier sommet du triangle T;. De plus, si le triangle n’est pas
dégénéré, on controle la norme de li ; comme on va le montrer dans le
lemme qui suit.’

Lemme 7.2.5 Pour tout T; € Ty, supposé non dégénéré, on note hy = h(Tp) #
Oet py=p(T;) #0. Ona

hy

Bl <= et |E'h<—, (7.24)

o)
_E'lks

6: voir le théoréeme 2.2.10

7: En calcul tensoriel, on rappelle qu’il
est d’usage de noter pour tout tenseur E

2 _rp.p— 2
EP=E:E= 3 FL
1<i,j<d

qui vérifie notamment |E - G| < |E[|G]|
pour tous les tenseurs E et G. Mais on
peut définir une autre norme subordon-
née au produit scalaire dans R?, soit

|E-x|

|El2 = sup
- x#0 |)_(|
qui vérifie par construction |E - x| <
|E|2|x|. Dans RY, ces deux normes sont
équivalentes et on montre facilement
dans [8, Theorem 1.4-4] que
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on h (respectivement p) est le rayon de la plus grande boule contenant (de la
plus petite boule incluse dans) le triangle de référence.

Démonstration. Pour tout x € R tel que |x| = 2p, il existe deux points
M et M, situés sur le cercle inscrit au triangle de référence tels que
x=Ms—M;j.Onaalors E;-x=E;-Mp—E;- M;. Comme EF; - My € Tj et
Fi-M> € Tj,onaalors |F; - My — F; - My| < 2hy d’ot1 le premier résultat.

Réciproquement, on raisonne de méme a partir de ’application réci-

proque $71: Ty 3 x > Ei1(x ~ S )+ € T. 0

Le lemme précédent va nous étre utile pour ramener les calculs de
normes locales sur 1'élément de référence.

Lemme 7.2.6 Pour tout triangle T) € T}, supposé non dégénéré, on note
hy = h(Ty) # 0et p; = p(T;) # 0. Soient m € N, v € H"(Tj) et
0 =vo @ € H™(T), il existe des constantes C, et C;, telles que

_ 1ia
[0lm,5 < Cup; m|det1:-"1|2|v|m’f, (7.25)

» _1
91,4 < Cruhi]"| det Ef|~2[0]m,5- (7.26)

& J

Démonstration. On rappelle que
¢r: Toax— px)=Ex+81 €T

est la transformation affine entre I’élément de référence et 1’élément T;.
Nous nous limiterons a la preuve de (7.25) etau cas m = 0,1 et 2. Les cas
m > 2 sont similaires au cas m = 2. De plus (7.26) s'obtient comme (7.25)
en utilisant la transformation réciproque a la place de la transformation.

Cas m = 0. On a, pour tout v € L*(Tj),

2 512
o < [ 10P1dexEl 0
o1 & = v o . Comme F; est constant par élément, on a

1 A
[olo, < | det(En[} 8], 7

Casm = 1. Puisque Vo = V
on obtient

1>

1"-V(@od)=ET -V(vo @), alors

oy < [ 1B VORI ded(EDl ag,
T
< I BldeuE)] [ 199P do,
T

dont on déduit d"aprés le lemme 7.2.5 que

ﬁz

|U|2T < =
1T plz

(k)] [ 19 9P do
T
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Cas m = 2. On raisonne dérivée partielle par dérivée partielle. On a
par équivalence des normes, I’existence d’'une constante C telle que

Vi<ij<d, 8,0 <D’ < max|9%0(x)]
N

i ac
|e|=m

et par définition de la dérivée seconde comme succession de deux
différentielles, on a

Do)y, 2) = DOR)E -y, B -2,

donc
Vi<ij<d, 132,00 < [DHEIE 2

On obtient finalement

2 _
By = 3 ( Ji
aeNd \YTi

lee|=m

<dlE [ 1070 gy o
1

Jal ’
[
%, dQ

1

ay 0
X4

4
Sdldet(El)lh—4/|D26|2 dQ
=t )

ﬁ4
< Cd| det(F;)|— max / ol 8 da
P |‘2€|=Nrfz Tl

O

Enfin il nous faut un dernier résultat nous permettant de comparer des
semi-normes a des normes a 'image des inégalités de Poincaré utilisées
dans la preuve du lemme 7.2.1 de Bramble-Hilbert® en dimension 1.

Theoréme 7.2.7 Soit I1un projecteur de HY(T) sur Iespace des Px(T). II
existe une constante C telle que pour tout & € H**\(T) on a

15 - ﬁﬁqu(f) < Cloljp - (7.27)

Démonstration. Nous procédons par I’absurde. Supposons en effet qu'il
existe une suite (9, )pen € [HHT)]N telle que @, = 0, — 119, vérifie

”Z,bn”Hk(f) =1 et nlg{}o |7,>n|k+1j" =0.

Commengcons par remarquer que I16,, estun polynéme de degré k donc

Hm [Ouly,y 7 =0 = Lim [duly, ¢ =0. (7.28)

On en déduit qu’il existe une constante C telle que pour tout n

~ 12 _ ~ 12
ol = > Il s,
0<q<k

~ 12
+ Iw”|Hk+l(f) <C

etainsi, par le théoréme 2.2.24 de Rellich, et & une extraction pres, (0, )nen
converge dans H¥(T). Soit @ la limite. Soit désormais ¢ € D(T), on a

8: et dont la démonstration va reposer
sur le méme type de raisonnement que
la preuve des inégalités de Poincaré vue
au paragraphe 2.2.5
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9: Notons que d’apreés le théoreme 2.2.10,
des quev € Ek”(T;) aveck+1 > d/2
alors v € CO(Tp).

donc pour tout & € N? avec |a| = k,

= lim

n—o0o0

|l A la A
‘(axfl"'xgdw'axi(P)Lz(f) (8 'xgdwn'axi(p)Lz(f)

(Yl
Xy

Or si on note & € N4 tel que &; = aj + Ojj,ona |d| =k +1et

[0 o)
‘( xlal---xzdwn ¢ L2(T)

< Iz’l\]n |k+1,f||¢||L2(f)

la| A
‘ (8351’(1 ey Dn, O (P)Lz(f)

Donc d’apres (7.28)

I, 00) =0

( xl]"'xdd xl¢) (1)

et ainsi @ admet toutes ses dérivées faibles d’ordre k + 1 et pour tout
& e NF1avec |d| = k +1

o4 % =o.

x(Tx
Ainsi @ € H**Y(T) et comme toutes ses dérivées d’ordre k sont nulles,
d’apres la proposition 2.1.7, ¢’est un polynéme multivarié de degré k. On
en déduit donc que 1T = .
Or pour tout n € N, @, € Im(Id —IT) = ker(IT) fermé, car I est une
application continue dans H*(T). Donc la suite (@, )nen converge dans
ker(II), ce qui implique ITd = 0.

D’apres ce qui précede, @ = 0, ce qui contredit le fait que par ailleurs

”Z’b”Hk(f) = nh_r};lo ”72)7’!||Hk(f) =1

Nous pouvons désormais démontrer le théoréme de Bramble-Hilbert
pour contrdler localement l'erreur d’interpolation.

Theoréme 7.2.8 (Bramble-Hilbert) Pour tout triangle T; € I}, supposé non
dégénéré, on note hy = h(T;) # 0 et p; = p(T}) # - 0. Il existe une constante
C indépendante de Ty telle que pour tout v € CO(T;) N H*(T}) on a°

hk+1
¥m € [0,k1, [o-TIol, . < c;—m 9lksr1; - (7.29)
1

Démonstration. Soitm € [[0, k]|, commencons par appliquerlelemme?7.2.6
aw=v- H’;,v. Puisque @; est affine, onaalors @ = wo §; =9 — Hlfzﬁ et
ainsi (7.25) donne I'existence d’une constante C; telle que

_ [RUN ik A
o~ Tf ol < Cip;™| det Fy|3[6 — [150 7.
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Par application du théoréme 7.2.7 sur I'élément de référence T pour le
terme de droite, il existe alors une constante C telle que

k - 1A A koA
|0 =TT, 0|m1 < Cop;™|detEy|2[0 - Hhvlkﬂj.
Puis on revient sur ’élément courant T; a droite en utilisant (7.26). 11
existe donc une constante Cj telle que

k+1
I

v — H’,;vlm,r, < Cgp—m|v - Hﬁv|k+1,n,
I

ce qu’il fallait démontrer. O

Nous pouvons maintenant déduire de ce théoreme le résultat pour
m = 1 suivant.

s \

Theoréme 7.2.9 Soit (71),-o Une suite de maillages réquliers de €. Soit
veClQ) avec VT €T, veHN(T)
alors

1
2
llo =TT} vllm(q) < Ch* (K%}N o201 m) , (7.30)

ou C est une constante indépendante de h et de v.

\ J

Démonstration. On note h; = h(T;) # 0 et p; = p(T;) # 0. D’apres le
théoréme 7.2.8 de Bramble-Hilbert, il existe C € R} telle que

2k+2
o - v|OT < Chi*2 ol

donc

N, N
k2 _ k.12 2k+21,,12
/Q(v -11,0)"°dQ = 12 o= Hhvlo,n <C ZI hi ol g -
=1 =1

De méme,
) 12k+2
k 2
|v—l'Ihv|1,TZ < C—2 |v|k+1’Tl
P
donc
N, h2k+2
/lV(v—Hkv)|2 dQ = Z|v ol scz — o[t 7, -

=1 l

Comme (7%);,5( est une suite de maillages réguliers de (), il existe, d"apres
la définition 7.2.3, 6 € R} tel que

hn) _

Vﬁ/ VTI 67;11 N =
p(Th)

on en déduit donc

N
llo =TT 0l ) < C@O + BB 3 ol 7,
=1
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qui conclut la preuve. O

On déduit facilement de ce résultat et du théoréme 2.2.10 le corollaire
suivant.

Corollaire 7.2.10 Soit (71);,-q une suite de maillages réguliers de €. Si
v € HY(Q) avec k +1 > d/2 alors

o — Hﬁv”Hl(Q) < Chk|U|Hk+1(Q), (7.31)

ou C est une constante indépendante de h et de v.

\ J

Etude de convergence. Nous pouvons maintenant énoncer le résultat
principal de ce paragraphe qui affirme la convergence de la méthode des
éléments finis Px. Nous donnerons ensuite celui qui donne une estimation
de la vitesse de convergence lorsque la solution est réguliere.

Theoréme 7.2.11 Soit (7y,);,» une suite de maillages réguliers de €. Soit
u € HY(Q), la solution du probléme variationnel (7.1) associée au probléme
modele (7.19), et uy, € Vj, celle de son approximation interne (7.2) par la
méthode des éléments finis Py. Alors la méthode converge, c’est-a-dire que

lim [|u = uplen(q) = O- (7.32)

\ J

Démonstration. La preuve est en tout point similaire au cas 1d.
Soit W = D(Q) et
e Wsoe v eV, (7.33)
D’apreés le théoreme 7.2.8 de Bramble-Hilbert,
}lllg(l) lo = rnollm) = 0.
Donc d’aprés le théoreme 3.6.4, on a bien la convergence

li u-—u =0.
lim I AFEe)

Passons a la vitesse de convergence.

Theoréme 7.2.12 Soit (71),-o une suite de maillages réguliers de €. Soit
u € HY(Q), la solution du probléme variationnel (7.1) associée au probléme
modéle (7.19), et uy, € (Vhp" , celle de son approximation interne (7.2) par la
méthode des éléments finis P. De plus, si

ueClQ) et VI €T, ueHY(T)
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s N

alors on a la vitesse de convergence
1
2

Ne
llu = upllm(q) < Ch¥ (Z |u|%_1k+1(T,)) ; (7.34)
=1

ou C est une constante indépendante de h et de u.

\ J

Démonstration. Onsait, d’apres le lemme 3.6.2 de Céa, qu'il existe C € R’
telle que

lu = unllimn < C inf [lu = vyl < Cllu = I ullmq),
L€V

ol H’;u est bien défini puisque u € C°(Q). Il suffit ensuite d’utiliser le
théoreme 7.2.9. g

I est essentiel de garder a 1’esprit que le théoréme demande une
certaine régularité sur la solution, qu’il faut pouvoir démontrer par
ailleurs, en fonction des données du probléme, c’est-a-dire de la régularité
du domaine, du terme source et des conditions aux limites. Evidemment,
si la solution u € H**1(Q) avec k + 1 > d/2 alors d’apres le corollaire
7.2.10

e~ unlsniey < CHlulleny, 7.35)

qui est 'estimation la plus souvent rencontrée.

Remarque 7.2.4 On notera tout de méme qu’en toute généralité,
I'hypothese sur la régularité est locale. Cela permet de considérer des
problémes inhomogeénes avec des coefficients réguliers par morceaux
sur Np domaines :

Z/ [KlS,SNDYM-Yv+uU] dQ:/fde
i JQ Q

o1 Q = Us<i<n,, Qj, pour tout i, Q; est polygonal convexe, k; € CH(Q)).
Dans ce cas, si f € L*(Q), alors on peut avoir dans certains cas'
u € H?(Q);) mais pour autant u ¢ H?(Q). Si le maillage est construit
de telle fagon que pour chaque triangle Tj, il existe i € [1, Np ] tel que
T; c Q;, alors le théoréme 7.36, s’applique pour k = 1.

\ J

s )

Remarque 7.2.5 Le théoreme 7.2.11 s’applique en fait a toute méthode
des éléments finis de type Lagrange, notamment, les éléments finis
quadrangulaires du paragraphe 6.3.2.

J

Ce résultat peut étre affiné dans le cas ot1 la solution n’est pas aussi
réguliére, ce qui va étre le cas pour des domaines polygonaux non
convexes.

Theoréme 7.2.13 Soit (71),o une suite de maillages réguliers de €. Soit
u € HY(Q), la solution du probléme variationnel (7.1) associée au probléme
modéle (7.19), et uy, € Vj, celle de son approximation interne (7.2) par la

10: cela dépendra de 'agencement des
sous-domaines

FiGure 7.2 — Une configuration ot typi-
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FiGURrE 7.3 — Maillage adaptatif preés d'un
coin

's A

méthode des éléments finis Py. Si
ueC Q) et VI €7, ueHY(T) pourpeN

alors on a pour B = min(p, k) la vitesse de convergence

N, 2
lu =~ unlleny < CH# (Z Iuliw,)) , (7.36)
I=1

our C est une constante indépendante de h et de u.

\ J

Démonstration. Lecasp = k découle du théoreme?7.2.11donc on considére
p < k. La preuve reste tout a fait similaire a celle du théoreme 7.2.11, une
fois remarqué que

inf {lu—ovplpq) < llu - 1) u i () -

Up E(Vh

Remarque 7.2.6 Dansle cas d"un coin, pour une erreur donnée, on peut
utiliser des maillages adaptés pour contrer le manque de régularité
imposé par le coin. En effet, on diminuera la taille des éléments en
s’approchant du coin.

7.2.3 Prise en compte de la régularité des données

Nous pouvons passer dans ce paragraphe a 'étude de la vitesse
de convergence en fonction du domaine. On considére ici toujours le
probléme modele (7.19) mais le résultat se généralise a de nombreuses
configurations.

Theoréme 7.2.14 Soit ) un ouvert polygonal et (7},),so une suite de
maillages réguliers de Q). Soit u € H'(Q) la solution du probléme variationnel
(7.19), et uy, € Vy, celle de son approximation interne (7.2) par la méthode des
éléments finis Py pour d € {2,3}. On suppose par ailleurs que f € L*(Q).
Si Q) est convexe alors

lu = unlli @) < Chllflle@), (7.37)

o C est une constante indépendante de h et de u.

“ J
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Démonstration. On combine ici les résultats sur I’existence de solutions
du probleme continu et les résultats d’approximation. D’apres le théo-
réme 4.4.7, nous savons que si ( est convexe alors la solution u du
probléme (7.19) est dans H%(Q) et il existe une constante C € R telle
que

lullee) < Cllfll2)-

Dans ce cas, par, application du théoréme 7.2.12 sur les éléments finis Py,
on sait qu'il existe une constante C’ € R}, telle que

lu — unllmq) < C'hllullm) < CChllfllizq)

ce qu'il fallait démontrer. O

Remarque 7.2.7 Si Q) n’est pas convexe, comme on peut démontrer
(voir la remarque 4.4.2) en toute généralité qu’il existe 0 < § < 1tel que
tout 0 < s < 5, u € H**1(Q) alors on obtient la vitesse de convergence

lu = unllmq) < CEII flli2- (7.38)

\ J

Pour aller un cran plus loin dans 1’analyse numérique de la méthode,
nous avons vu que dans un certain nombre de situations nous devions
approcher la forme linéaire ¢ par une forme linéaire ¢, lorsque le terme
source f n’est pas polynomiale. Par exemple, soit

f(v):/ofde,

ol f estlocalement H2. Dans ce cas, d’apreés le théoréme 7.2.8, il existe
une constante C’ telle que

1

2
||f—Hif||L2(o>SC'h2( > Iflg,n) :

I€[1,N.]

Supposons alors que le probléme variationnel approché consiste a cher-
cher la solution #i;, € V), telle que

Yo, € Vi, aliip,vp) = lh(vp),

Gh(or) = /Q (T Foy dQ,

alors que uy, vérifie a(uy,, vy) = €(vy) pour tout vy, € Vj,.

On a, par 'inégalité triangulaire,
lu = tin ) < llu = unllm) + llun = inllmeq)
avec d’apres le théoréme 7.2.11, I’existence d'une constante C telle que

1
2

N,
[|u — uh||H1(Q) <Ch (ZZ |u|§,TZ)
=1
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Par ailleurs
Vllun = il ) < aCun = iin, up = iip)
= /Q(f — (T, )y = i) dQ < ||f = (T, fllaollun = nlleg),
dont on déduit
= il < S 11f — (T Pl

On obtient finalement

(ST

N
llu = iiplle ) < Ch ( |u|§,T,)
=1

’ N, 2
2 2
+=nh ( > 1f13 T,) . (7.39)
v ,
=1
Dans ce cas, on voit que la vitesse de convergence n’est pas affectée

par l'erreur d’interpolation sur les données. En particulier, dans les
hypothéses du théoréme 7.2.14,

~ C’
lu =il () < Chllulla,) + 7h2||f||L2<Q) < C"h(1+ Wl flla),

pour des constantes indépendantes de u et k.

7.2.4 Lemme de Strang

Plus généralement, les formes bilinéaire et linéaire sont sujettes a
approximation. Nous venons de le voir pour 1’approximation des données,
mais cela peut aussi étre dt a la différence entre le domaine triangulé et
le domaine initialement modélisé, ou encore au calcul des coefficients de
la matrice par des méthodes de quadrature numérique.

Dans ce cas, le probléme approché n’est plus I’approximation interne
du probleme initial. Nous le mettons alors sous la forme

Trouver uy, € Vy tel que, Yoy, € Vy,, ap(up, vn) = € (vn), (7.40)
ot1 V), est encore un sous-espace de dimension finie de V.

Nous allons toujours chercher a estimer ||u — uy,||. Cependant, il faudra
d’abord vérifier que les différents problémes (7.40) sont bien posés; en
effet, nous ne disposons plus de la propriété de coercivité qui nous
assurait que (7.2) était bien posé dés que a est coercive.

Pour ce faire nous introduisons la notion de famille stable de formes
bilinéaires approchées.

( \

Définition 7.2.6 Une famille de forme bilinéaire (ay);, est dite stable s'il
existe une constante > 0, indépendante de h, telle que :

an(vn, wp)

> Bllonllv,  VYon € Vi (7.41)
weV), ”wh”(V
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Lemme 7.2.15 Si les (ay,)y, forment une famille stable de formes bilinéaires,
alors les problémes (7.40) sont bien posés.

Démonstration. Soituy,, solutionde (7.40), homogene; onauraay (i, wy) =
0 Vwy, € Vj,. On en déduit que ||up || = 0, d’apres (7.41). On a donc dé-
montré l'unicité de uy,, solution de (7.40) ; I'existence s’en déduit, puisque
V), est de dimension finie. O

Theoréme 7.2.16 (Lemme de Strang) Si les (ay,)y forment une famille
stable de formes bilinéaires, alors il existe une constante C, indépendante de
h, telle que

a(op, wy) — an(vn, w
T C{ inf [llu = onlly + sup la(on, wn) — an(Op, wi)l
UhG(Vh whE(Vh ||wh||q/

N [€(wp) — € (wp)] }
Sup — 7
wn eV lwnllv

oul uy, est la solution de (7.40).

Démonstration. Notons tout d’abord que
lu —unllv < llu =vully +llon —wnllv, Vo €V,
et par conséquent

lu —uplly < inf (lu—oplly + llog — upllv). (7.42)
L€V

D’apres la stabilité de la famille des (ay,),, on a

lap(tuy —vp, wp)|

Bllup —oplly < sup

wyeV, lwp [l
alu,wy) —ap(vy, wy) + &, (wy) — 0(w
< sup la(u, wp) = ap(vy, wy) + (wy) — £( h)|,
wpeVy ||wh||(V

puisque a(u, wy) = €(wy) et ap(up, wp) = € (wp).

On en déduit que

al\u — o, w
Bllun = vplly < sup Jau = on, wi)]

wrev,  lNwnlly
a(vy, wy) —ap(vy,, w U wy) — (w
+ sup la(vp, wy) = ap(on, wp) [€(wp) = €n( h)|’
wpeVy ”wh”V wpeVy ”wh”(V

et la conclusion en résulte, en raison de la continuité de a4, et de
I'inégalité (7.42). O

Toute la difficulté se réduit donc a trouver des conditions simples telles
que la famille des (aj);, soit stable.
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11: Joachim A. Nitsche (1926-1996) est un
mathématicien allemand qui a apporté
d’importantes contributions a I analyse
et a 'analyse numérique. Il en va de
méme pour Jean-Pierre Aubin (né en
1939), a ne pas confondre avec son homo-
nyme Thierry Aubin (1942-2009), éga-
lement mathématicien et académicien,
ayant travaillé sur les EDP non linéaires.
En anglais, on parle de Aubin—Nitsche
trick.

12: Notons que ce résultat ne peut pas
étre déduit directement des résultats pré-
cédents, car le lemme de Céa ne permet
de controler que |[u — up |l a partir de

Vorrot1r Ao moillat1re a v ravirm aF nan on

Lemme 7.2.17 Si a est une forme bilinéaire coercive, et s’il existe une fonction
C(h) vérifiant
C(h) =0 quand h — 0,

et

la(vn, wp) — ap(op, wy)| < CM)|lopllvllwnllv, Yoy, wy, € Vy,

alors, pour h suffisamment petit, la famille des ay, est stable.

\ J

Démonstration. On a
la(on, wp)| < lan(©n, wi)l + la(@n, wi) — an(on, wi)l ;

on en déduit que

la(on, wy)| lan(vn, wn) la(on, wy) — an(vy, wn)
wrev, Nwnllv 7~ wem, Nwnlly  w,em, lw |l ’
soit encore
|an(on, wi)l la(on, wi)| |a(on, wn) — an(on, w)|
wyeV), lwnlly wLeV) lwp [l wyeV, lwnlly
Mais la forme bilinéaire a est coercive, donc
la(on, wp)| _ a(vp, op
(o, 1) 5 oo,
wy eV ”wh”‘V ”Uh”"V
et en tenant compte de I'hypothese,
lan(on, wy)|
——— = (a = C(h))|lopnllv,
wpevy  Nwnlly
ce qu'il fallait démontrer. O

7.2.5 Estimations de ’erreur en norme 1.2

Nous poursuivons ici avec notre formulation variationnelle (7.19) dans
YV = HY(Q), pour laquelle nous venons de démontrer, sous certaines
conditions, des estimations de l'erreur dans la norme de 'espace V, ici
«ennorme H! ». Ainsi, I'erreur en norme H! se comporte comme / pour
les éléments finis P1, comme l'indique le théoreme 7.2.14. Cependant,
le théoréme de Bramble-Hilbert 7.2.8 montre que si les estimations
sont d’ordre h, c’est parce que, dans la norme de V, nous cherchons
a controdler les dérivées premiéres, et donc la semi-norme | - |;. En
revanche, ||u — H}?u ||1> se comporte comme h2. On pourrait donc gagner
un ordre de convergence en ne cherchant a controler que la convergence
dans une norme plus faible. C’est 'objectif du lemme d’Aubin-Nitsche!

suivant'2.

Theoréme 7.2.18 (Aubin-Nitsche) Soit € un ouvert polygonal et (71,)},-0
une suite de maillages réguliers de Q. Soit u € H'(Q) la solution du probléme
variationnel (7.19), et uy, € Vy, celle de son approximation interne (7.2) par
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la méthode des éléments finis Py pour d € {2,3}. On suppose par ailleurs
que f € L*(Q). Si Q est convexe alors

lu = unllia) < CR2IIf ey, (7.43)

ou C est une constante indépendante de h et de u.

J

Le théoréme est donné ici dans le cadre spécifique du probléme
variationnel (7.19) mais la preuve est trés générale et s'adapte a de
nombreux cas.

Démonstration. On commence d’abord par une estimation d’ordre 1 en
utilisant le théoreme 7.2.14. Il existe une constante C telle que

lu —unlliz) < llu = unllm@ < ChIlfllzcq)-

N

Pour le résultat d’estimation a l'ordre 2, on introduit un probléme
auxiliaire sous la forme :
Trouver w € H(Q) tel que

a(v,w) = / (u—up)vdQ, veHY(Q). (7.44)
Q

Par le théoréme 3.5.1 de Lax-Milgram, ce probléme admet une unique
solution w € HY(Q). Comme u — uj, € L%(Q), on déduit d’apres le
théoréeme 4.4.7, que si Q) est convexe alors la solution w € H?(Q). En
choisissant v = u — uy, on déduit

2
— Unhlli2q) = — Up,
e = unllizq) = a (u - up, w)
=a(u—uh,w—H}lw)

< Mfw - H}iw“H})(Q) [l = unllyco) -

oll M est la constante de continuité de a et 1_[}1 est 'opérateur d’interpo-

lation P; qui est bien défini sur H*(QQ) c C° (Q). En utilisant l’estimation
d’erreur a I'ordre 1ainsi que I'erreur d’interpolation de w par les éléments
finis P4, il vient

[ = F2y < Chllwllre() Cahll f llizcy-

Comme w est solution de (7.44) pour f = u — uy, on a par hypothese que
lwllez@) < Cllu — unlli2q), et on obtient I’estimation annoncée. O

Remarque 7.2.8 (Probleme non symétrique) Dans la preuve, nous
remarquons que le probleme auxiliaire (7.44) est posé sous la forme

a(v, w) = €(v) et non pas a(w, v) = £(v).

Ainsi dans le cas général ou a n’est pas symétrique, le probleme
auxiliaire est formulé a partir de la forme bilinéaire « adjointe » a* que
nous pouvons définir par

Y(u,v) € V%, a'(w,v):=a(v,w).
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La fin du théoréme nécessite alors d’appliquer un théoréme de régu-
larité sur w comme solution d’un probleme défini a partir de a*.

7.3 Principe du maximum discret

On se place dans le cadre du paragraphe 4.4.1 ot nous avions pu
montrer le principe du maximum pour le laplacien. Pour a > 0, la forme
bilinéaire était dans ce cas

aq,(u,v) = / [Yu Vo + ocuv] dQ (7.45)
Q

et la forme bilinéaire

€(v):/ofv dQ. (7.46)

Nous cherchons a vérifier le méme type de principe du maximum, mais
au niveau discret. Nous nous limitons au cas de conditions de Dirichlet
homogenes. Le probléme variationnel est : on cherche u® € V = H}(Q)
tel que

Vo € Hy(Q), aa(u®,0) = (v), (Fa)

qui est bien posé d’apres le chapitre 4.

Définition 7.3.1 (M-Matrice) On dit que la matrice réelle A =
(A)1<ij<n € MN(R) est une M-matrice si et seulement si pour tout
ie[1,N],

A">0, Vje[1,NI\{i}, A7<0, et >, AT >0.
1<j<N

\ J

Remarque 7.3.1 Il existe d’autres définitions de M-matrices dont on
démontre qu’elles sont équivalentes a la définition 7.3.1. Notamment
celle pour laquelle une M-matrice est de la forme A = sl — B ol
B = (Bij)lsi,jsN € Mn(R) est telle que B/ > O et s > p(B), le rayon
spectral de B.

Définition 7.3.2 (Matrice monotone) Pour tout ii = (u')i<i<y € RN,
on note
i20= (Vie[LN], u20).

On dit alors que la matrice réelle A = (Aij)lsi,jsN € Mp(R) est monotone
si et seulement si

VieRN, Aii>0=1>0.

\ J

Proposition 7.3.1 Soit A = (A'J )i<i,j<N € Mn(R) une matrice monotone
alors A est inversible et son inverse D = (Dij)lsi,jsN € Mn(R) a tous ses
coefficients positifs, c’est a dire pour tout (i, j) € [1, N2 DY > 0.

\ J

Démonstration. Commengons par l'inversibilité. Si Ay = 0 alors Ay > 0
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et —Au > 0 ce qui implique que # > 0 et —u > 0. Donc u# = 0 et le noyau
de A est réduita 0.

Soiti € [1,N] soit b = (bj)lngN tel que b/ = 61 On considére i =
(uF)1<k<n tel quedi = Db. Par monotonie de A, onab = Aii > 0 = ii > 0.

Et donc pour tout j € [1,N],0 < u/ = Db = DY. Ceci étant vrai pour
touti € [1, N] alors on a le résultat. O

Proposition 7.3.2 Soit A = (Aif)lsi,]-SN € My (R) une M-matrice, alors
A est monotone.

Démonstration. Soit un vecteur b = (b')1<j<y > O et ii = (u')1<j<y tel
que Aii = b. On veut montrer que i > 0. Si on minore, on a

bl = Ayl < Ayt +>" AT min(u*
Py AT min()
<j<N J#i
< A"’ —min(u*)) + > AV min(u®).
k 152N k

Notamment pour iy, tel que u’» = miny u*, on a

0 < b < min(u¥) Z Al = min(u®) > 0
k 1<j<N k

car ¥1<j<y AY > 0. Ainsi on a bien il > 0.

O

Theoréme 7.3.3 (Principe du maximum discret en dimension 1) Soient
a 20, f € CX[0, L]) et uj! la solution approchée par éléments finis Py du
probléme (F) sur le domaine Q =10, L[. Alors, il existe hy € R tel que
pour tout h < hg

(Vx elo,Ll, f(x)> o) — (Vx €lo,Ll, uf(x) > o).

Démonstration. Reprenons la matrice associée a la formulation variation-
nelle du probleme ¥, sur le domaine [0, L],

2 -1 0 4 1 0
-1 2 -1 L 1 4 1
1 o
A, = — 4+
T h 6
-1 2 -1 1 4 1
0 -1 2 0 1

On a dong, pour h suffisamment petit, A, une M-matrice pour tout
a > 0. Ainsi A est monotone. Si maintenant pour tout x > 0, f(x) > 0
alors pour tout sommet du maillage f(x;) = (H}lf)(xl) = f(x;) = 0.
Ainsi £ > 0 donc i > 0. Enfin pour tout x € [0, 1], on note Ti(x) € Tj
I'élément contenant x. On a

up(x) = Z Ai(x)up (S:),

Si€Ti(x)

165



166 | 7 Analyse numérique de la méthode des éléments finis

13: Boris Delaunay ou Delone (1890-
1980) est un mathématicien russe dont
I'ancétre, l'officier de Launay, fut cap-
turé en Russie pendant la campagne de
Napoléon

FiGURE 7.4 - Triangulation non Delaunay
avant le edge-flip, et qui devient Delaunay
ensuite.

olt Yi<i<zAi(x) =1etV1 <i <3, 0<Ai(x)<1doncuf(x)>0.En
passant a la limite en &« — 0 dans cette derniére inégalité, le résultat reste
vrai pour a = 0. O

Ce résultat peut s’étendre a la dimension supérieure avec des hypo-
théses supplémentaires. Nous limiterons notre présentation a la dimen-
sion d = 2 par simplicité. Il faut ajouter une condition sur le maillage
qui doit s’appuyer sur une triangulation spécifique dite triangulation de
Delaunay®

v Delaunay

Définition 7.3.3 (Triangulation de Delaunay) Une triangulation de

Delaunay d’un ensemble P de points du plan est une triangulation T telle

qu’aucun point de P n’est a l'intérieur du cercle circonscrit d'un des triangles
de T

J

Proposition 7.3.4 Une triangulation est de Delaunay si pour tout segment,
la somme des angles faisant face a ce segment pour les triangles qui contiennent
ce segment sont plus petits que .

\ J

Autrement dit avec les notations de la figure 7.4, on doit avoir

a+p <.

Un fait remarquable, illustré figure 7.4, est que lorsqu’un maillage n’est
pas Delaunay parce qu’un point d'un triangle se retrouve a l'intérieur
d’un triangle voisin alors une procédure assez simple dit de edge-flip
permet de rendre le maillage Delaunay. En effet pour un triangle (4, B, C),
ol A, B, et C sont placés dans le sens trigonométrique, le point D est
dans le cercle circonscrit si le déterminant

Ay A, Ai+ A2
B, By, B:+B}
C: C, C2+C;
D. D, D}+D;

e e
\Y%
(]

Ainsi, si ce déterminant est négatif et qu'on change le triangle formé
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ABC en un triangle ABD alors on échange les deux derniéres lignes du
déterminant ce qui rend le nouveau déterminant positif. Cette propriété
a permis d'imaginer des algorithmes de construction de triangulation de
Delaunay, potentiellement trés efficaces par des algorithmes diviser pour
régner de complexité en O(N, In N,), [19].

Theoréme 7.3.5 (Principe du maximum discret en dimension 2) Soient
T une triangulation de Delaunay sans angle droit intérieur, « > 0, f €
Q) et uy; la solution approchée par éléments finis Py du probléme (%5),
alors, il existe hy € R, tel que pour tout h < hg

(Vx €Q, f(x)= O) = (Vx €Q, up(x)= 0).

\ J

Démonstration. Reprenons la matrice associée a la formulation variation-
nelle du probléme (6.18) : A, = K + aM. Comme nous avons considéré
des conditions de Dirichlet homogeénes, alors toutes les fonctions de
bases de V}, sont associées a des points intérieurs du maillage tel que
représenté sur la figure 7.5. En particulier, chaque sommet est entouré
par un ensemble de triangles et chaque aréte a exactement deux triangles
voisins.

La matrice de masse M est donnée par (6.23), c’est-a-dire

1 L.

R Z T3], sii=j,
SieTy

1 .

— Z |T;|, sinon.

12 [SiSjleT;

V@i, j) € [LNT?, M) =

On rappelle que pour un triangle T = ABC de c6tés de longueur a, b
etc,onalT| =% Orona |TPP < a?b2c? < 16|T|?h?, soit |T| < 16h2.
Ainsi on obtient M;j >0etV(i,j)e[1,N]?i#j0< MZ < %hz. Enfin
on a immédiatement que

Vie[1,N], 3 M) >o.
1<j<N

Pour la raideur, on a

1 . .
iy 5 Z (cot Ok + cot OBy;), sii=j,
Vi, j) € [LNT?, K =12 (e
_E(COt 0ij + cot 0ji), sinon,

ot N; est 'ensemble des sommets S; adjacents a S;, c’est a dire tels que
[Si, Sj] est une aréte du maillage, et, pour tout (i, j) € [1, N]?, alors
0ij et cot 0;; sont les angles opposés a [S;, S;] des deux triangles ayant
[Si, Sj] pour arétes. Si on réordonne les termes, on a que

1
I, = 3 Z cot 0 + cot 0.
SieTy
Tj=5:5,5

167
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FiGure 7.5 — Angles 0;; autour d'une
aréte [5;S;] et angles 0;, 0;, Oy dans le

triangle S;S; Sk

cot O

FIGURE 7.6 — fonction 6 — cot 0

Or dans le triangle T; = S;5;Sk, 0; + 0; + 0, = 7 donc 0; + O < 7.
Supposons alors que le plus petit des angles est 6;. Ona 6; < 7 et donc
Ok < 7 +(5 = 0)). Or la fonction cot est symétrique par rapport a 7 donc

cot 6; + cot O > 0.

Le méme résultat reste valable si le plus petit des angles est 0y, donc
[KL" > 0. De méme pour i # j, la triangulation étant de Delaunay, on
a 0;j + 0;; < 7. Bt par hypothese sur les angles droits intérieurs, on a
0ij + 6ji < 1. Donc cot 6;; + cot 6j; > 0 qui implique [KZ < 0. Enfin on
voit directement que (1 --- 1)T = 0 qui est d’ailleurs aussi justifié
par le fait que les constantes sont dans le noyau de la forme bilinéaire
associée a [Ky,.

On conclut que, pour h suffisamment petit et pour tout @ > 0, A, est
monotone. Exactement comme dans la preuve du théoreme 7.3.3 en 1D,
on a bien pour tout a > 0

(Vx €eQ, f(x)= 0) = (Vx €Q, up(x)= O).

Cette inégalité reste alors vraie en passant a la limite @ — 0.



Analyse spectrale des problémes
aux limites

8.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux valeurs A telles qu'un probléme
du type
—Au =Au, surQ,

assortis de conditions aux limites homogenes de type Dirichlet, Neumann
ou Robin sur la frontiere dQ de Q supposé borné, admette des solutions
u non nulles. On dit alors que A est une valeur propre et u une fonction
propre associée. L'analogie avec les valeurs propres d'une matrice est
assez naturelle dés qu’on a associé au probléme aux limites! un opérateur
linéaire. L'ensemble des valeurs propres de cet opérateur est appelé
spectre de 'opérateur?. On verra qu’alors que le spectre d"une matrice
est fini, il ne 'est pas pour les opérateurs étudiés dans ce chapitre.

Nous avons vu dans le chapitre 1 quelques motivations de ce chapitre :
étude des solutions dites harmoniques de 1’équation des ondes, ou encore
la recherche des modes de vibrations d’une structure élastique.

8.2 Un probleme aux valeurs propres modéle

Soient Q un ouvert régulier dans R et f € L*(Q). On cherche A € R,
telle qu'il existe u # 0 solution dans H!(Q) de

(8.1)
u=0, sur 0Q.

{—Au ~Au=0, dansQ,
Il est possible d’étendre tous les résultats de ce chapitre au cas des
conditions de Neumann, des conditions de Robin, des conditions mixtes
(Dirichlet, Neumann,Robin dans un bout du bord).

En utilisant les mémes arguments que ceux développés au chapitre 4,
on montre que ce probléme est équivalent a la formulation variationnelle
suivante :

On cherche A € R, telle qu'il existe u # 0 solution dans Hé(Q)

You € H(l)(Q), / [Yu -Vo - /\uv] dQ=0. (8.2)
0
Introduisons la forme bilinéaire a : H}(Q) x H(Q2) — R définie par
Yo, w € H})(Q), a(w,v) = / Vw- Vo dQ.

Q

Nous avons démontré a la section 4.2.1 que cette forme bilinéaire est
continue et coercive. Notons enfin a, : Hy(Q2) X Hy(Q2) — R la forme

1: qui définit une équation aux dérivées
partielles dite elliptique puisque tous les
coefficients devant les dérivées d’ordre 2
sont positives

2: d’ot le titre du chapitre
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3: et des probléemes variationnels simi-
laires

4: On suppose ici que les espaces de Hil-
bert sont séparables. Un espace de Hil-
bert est dit séparable s'il contient un sous-
ensemble dénombrable et dense. On peut
alors montrer que 1'on peut construire
une famille dénombrable (e )en qui en
constitue une base orthonormale. Ainsi,
on peut écrire tout élément v de H sous
la forme

Me

v =) Ukek,

-~

=0
avec Vk € N, vy = (v]ey)y, et

o \2
lollge = { >3 0% | -
0

Une telle base est appelée base hilber-
tienne. Nous avons méme la caractérisa-
tion

o [oe]
H={D> vkex, >,v} <+oo}.
k=0 k=0

5: On rappelle que injection continue si-
gnifie que l'application identité tq :
vV — H est continue, c’est a dire (voir
section 8.4.1) qu'il existe une constante
C € R} telle que

VueV, lullg < Cllully.

6: par exemple en considérant H =
L2(Q) et V = H}(Q)

bilinéaire définie par

Yo, w € H(l)(Q), ay(w,v) :=a(w,v) — A/ wo dQ.
Q

— Si A <0, ay est évidemment coercive. On déduit immédiatement
que la solution possible de (8.1) est la solution nulle. Il n’existe donc
pas de valeurs propres négatives.

— Si A > 0 mais suffisamment petit a, reste coercive. En effet, si
A< Cg‘zl, avec Cq, la constante de Poincaré de Q), c’est-a-dire la plus
petite constante C non nulle telle que I'inégalité de Poincaré

Yuev, /u2dasc/|§7u|2da
Q Q

est vérifiée alors a4, est coercive. On déduit comme précédemment
qu’il ne peut exister de valeurs propres A < C 51.

— Désqued > C (_)1, il est possible de montrer que la forme bilinéaire
a) n’est pas coercive. Nous allons montrer que pour certaines
valeurs de A, le probléme (8.1) peut admettre des solutions non
nulles.

8.3 Probléme aux valeurs propres sous forme
opérateur

Il est possible de reformuler le probléme variationnel précédent® sous
la forme opérateur. Dans la suite nous le faisons dans un cas général.

Nous considérons deux espaces de Hilbert séparables* H et V tels
que’
{ YV c H avec injection continue®, (8.3)

YV est dense dans H.

A noter que les espaces H et V ne partagent pas le méme produit
scalaire, nous notons leurs produits scalaires respectifs (-, -)z/ et (-, ). A
noter aussi que puisque nous définissons deux espaces, nous ne pouvons
identifier qu'un seul espace avec son dual via le théoréme de Riesz. Ici
typiquement nous identifierons H avec son dual H’ ce qui donne alors
le jeu d’inclusions

VcH=H cV.

Cette structure d’espace se retrouve dans de nombreux problémes varia-
tionnels et s’appelle un Triplet de Gelfand. En particulier dans ce cadre,
ona

(M,'U) € 7-{ X (V/ <u/U>(V’,(V = (M,U)(]-{

qui est au coeur de nombreux raisonnements sur les distributions ou
dans les espaces de Sobolev®.

Dans ce cadre, nous introduisons une forme bilinéaire a(-, -), symétrique
c’est-a-dire que pour tout w, v, a(w,v) = a(v, w); continue, c’est-a-dire
qu’il existe une constante C, > 0 telle que

Yw,0€V, |a(w,v)| < Callwlly [[vllv;
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et coercive, c’est-a-dire qu'il existe une constante a > 0 telle que
2
YoeV, a(v,0)=alvls,.
Nous considérons le probleme aux valeurs propres suivant :
Trouver A € Retu € V \ {0} tel que a(u,v) = A(u,v)g. (8.4)

Puisque a(u, -) est une forme linéaire dans V, on peut lui associer un
élément A(u) € V’. De plus u — A(u) est linéaire en u puisque a(u, -)
est linéaire par rapport a u. Donc il existe A € L(V,V’) tel que

(Au, vy = a(u,v). (8.5)

Ainsi le probléme aux valeurs propres sous forme variationnelle s’écrit
de maniere strictement équivalente

Trouver A € R etu € V tels que Au = Au dans V". (8.6)

Mais comme 1 € V C H, alors Au € H et donc I'égalité précédente est
vraie dans H. Ainsi le probléme aux valeurs propres s’écrit sous forme
variationnelle comme suit

Trouver A € R etu € V tels que Au = Au dans H. (8.7)

Si ‘H (et donc V) est un espace de dimension finie (de dimension notée
N), A peut étre assimilée a une matrice A et on retrouve le probléme
classique de recherche de valeurs propres d’une matrice symétrique et
définie positive (car la forme bilinéaire est symétrique coercive). Dans
ce cas, on sait que A est diagonalisable, toutes ses valeurs propres
A1 £ ... £ AN (que nous avons répétées selon leur multiplicité) sont
strictement positives. Toujours pour les matrices, le quotient de Rayleigh
défini” par
——
Vi e RN\{0}, Ra(il) = % eR

donne des informations sur le spectre de la matrice. En effet, quand on

I'applique & un vecteur propre, il fournit la valeur propre correspondante.

Les valeurs propres peuvent méme étre déterminées en utilisant le
principe dit du min-max ou Courant-Fisher

Vk, Ar= min max Rp(ii)= max min Rp(ii),
WcEk iieW\{0} WcEN-—k+1 ieW\{0}

o1 & est 'ensemble des sous-espaces vectoriels de RV.

Nous allons maintenant considérer le cas ott H et V sont de dimension
infinie. Il faut savoir qu’en dimension infinie, la nature du spectre des
opérateurs peut étre bien plus compliquée : il n’existe pas toujours des
valeurs propres comme il peut en exister de multiplicité infinie, certaines
valeurs ressemblent a des valeurs propres dans le sens ot elles admettent
des vecteurs propres qui ne sont pas dans I'espace d’étude,... Nous allons
néanmoins introduire une classe d’opérateurs pour lesquels la nature

du spectre est trés similaire a celle des opérateurs en dimension finie.

Comme vous le verrez, c’est une classe d’opérateurs trés particuliere.

7: une définition plus générale pour les
matrices est parfois donnée sous la forme
=\ — uTAQ ;

R {A.(u. ) = M pot,lr une matrice M

définie positive donnée.
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8.4 Analyse spectrale des opérateurs
auto-adjoints compacts

8.4.1 Opérateurs bornés

Avant de définir les opérateurs compacts, rappelons un concept essen-
tiel en analyse fonctionnelle avec la notion d’opérateur borné.

On notera dans la suite pour tout ensemble H, H* = H\{0}.

Définition 8.4.1 Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert. L'opérateur
linéaire T : Hy — H, est dit borné si l'image de la boule unité de Hy par T
est bornée dans Hy. On notera alors la norme d'opérateur

ITu
ITN £, 24) = sup ——= = sup [|Tulls,.
ueH; [l ueH;
lluell =1
On vérifiera aisément que
(Tu, v)gy,

TNzt 400 = sup = sup  (Tu,v)g,
(u,0)eH; xH; Hu”’]ﬁ”U”’Hz (1,0)eH; xH;
lullgs =llollg, =1

mais aussi que ||T|| est le rayon de la plus petite boule contenant I'image
de la boule unité.

On notera aussi que s’agissant d'opérateurs linéaires, étre un opérateur
borné signifie étre continue en 0 et donc étre continue sur tout 1’'espace
Hi puisque

Y(u,v) € HixHy, |Tu=Tollg, = |T(u—0)lleg < T £, 26)1u=0 44 -

Réciproquement si un opérateur est continu alors pour ¢ > 0, il existe
une constante « telle que

lullgy s = (Tully, < &
soit pour tout u € H,

lleell 4, u

<
el

H,

ITulle, =

el

ra

Q|m

qui implique bien que T est borné.

Exemple 8.4.1 Donnons quelques exemples d’opérateurs bornés.
En dimension finie (H = R"), tout opérateur linéaire est borné et

IT|l = max [|Te; ],
1<i<N

ot (e1, ..., en) estla base hilbertienne de 1’espace.
Dans H = L*(Q) , l'opérateur de multiplication par une fonction
k€ L®Q), T:H > v kv € H est un opérateur borné avec

€




8.4 Analyse spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts

ITN = llxllie -

Dans H = H(Q), I'opérateur de dérivation n’est pas borné, mais en
prenant H = L?(Q) 'opérateur solution T : H > f — u € H(Q)
H o1 u € H'(Q) est 'unique solution de (Pp) ou (Py) est borné.

8.4.2 Opérateurs auto-adjoints

Commengons par définir la notion d’adjoint d"un opérateur linéaire
borné.

Définition 8.4.2 (Adjoint d'un opérateur borné) Soit T un opérateur
linéaire borné sur un espace de Hilbert, noté H. Lopérateur adjoint de T noté
T* est défini par

Yu,veH, (Tu,v)y = u,Tv)y

11 est possible de définir I'adjoint d’opérateurs non bornés, mais cela
n’est pas utile pour ce cours.

Définition 8.4.3 (Opérateur auto-adjoint) Soit T un opérateur linéaire
borné sur un espace de Hilbert, noté H. On dit que T est auto-adjoint si
T =T.

. J

Exemple 8.4.2 Donnons quelques exemples d’opérateurs auto-
adjoints.

En dimension finie (H = R"), toute matrice A symétrique (Al = AJY)
est auto-adjointe. Le caractere auto-adjoint étend celui de la symétrie
en dimension finie.

Dans H = L*(Q), Vopérateur de multiplication par une fonction
k€ L®(Q), T : H 3 v - kv € H est un opérateur auto-adjoint.
Toujours dans H = L*(Q) l'opérateur solution T : H > f +— u €
HY(Q) ¢ H ot1 u € H(Q) est I'unique solution de (Pp) ou (Py) est
autoadjoint. En effet,

V(f, 8) € LX(Q), (Tf, 8)n = a(Tg,Tf) =a(Tf,Tg) = (f, TQn

avec 4 la forme bilinéaire associée a (Pp) ou (Py) qui est symétrique.

\ J

8.4.3 Opérateurs compacts

Passons maintenant aux questions de compacité en commengant par
un rappel essentiel.

Proposition 8.4.1 Soit H un espace de Hilbert et By := {v € H, ||v|| < 1}
sa boule unité fermée. Si Bq est compacte alors H est de dimension finie.

Nous pouvons maintenant définir la notion d’opérateur compact.

173



174 | 8 Analyse spectrale des problémes aux limites

8: un operateur T est positif si et seule-

ment si

VueH,

(Tu,u)gy 2 0.

Définition 8.4.4 Soient H, et H, deux espaces de Hilbert. L'opérateur
T : Hy — H, est dit compact si, de toute suite bornée, on peut extraire une
sous-suite dont I'image par T converge dans H,.

On vérifiera aisément que la définition précédente est équivalente a la
définition suivante : 'image de la boule unité par un opérateur compact
T est compacte.

Proposition 8.4.2 Dans un espace de Hilbert H, de toute suite bornée on
peut extraire une sous-suite faiblement convergente.

\ J

Proposition 8.4.3 Si un opérateur T : Hy — H, est compact alors pour
toute suite (U, )nen qui converge faiblement dans Hi, (Tuy, )pen converge
fortement dans H, :

H, Hy
U, —u = Tu, — Tu.
n—0oo n—0oo
\ J

Theoréme 8.4.4 Soient H un espace de Hilbert réel de dimension infinie et
T : H — H un opérateur compact, auto-adjoint, injectif et positif® .

— Les valeurs propres de T sont toutes de multiplicité finie et constituent
une suite de réels positifs qui tend vers 0.

— Il existe une base de hilbertienne (i, )nen+ de H formée des fonctions
propresde T.

Démonstration. (i) Soit 1 une valeur propre et u # 0 une fonction propre
associée, alors

Tu,u
(T = gy = = T
lluelly,

(i) Montrons que l’ensemble des valeurs propres n’est pas vide.

Puisque
VueH, lullg =1,  (Tu, w)p < Tl 20y,
on peut introduire
p= sup (Tu,u)y >0
ueH
lluellge=1

dont nous allons montrer qu’elle est une valeur propre de T. Tout d"abord,
nous remarquons que

p<  sup  (Tu,v)p =Tl g0
(u,0)eHxH
llullg=llollgr=1

De plus, parl'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquéea (u, v) — (Tu, v)g
qui est une forme bilinéaire et positive (puisque T est auto-adjoint et
positif) :
1 1
(T, 0}y < (T, )3, (To, 0)%,,

donc en prenant les bornes supérieures en u et v, on a ||T|| gy < i
donc i = ||T|| £(#)- Par définition de fi, il existe une suite (v;,),en- telle
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que |[vgllgr = 1 et imyo(Tv, V) = fi. T étant compact, on peut
considérer a une extraction pres que la suite (Tvy,)yen+ converge vers u.
Puisque [|[Tvu |l < IT|| ze#yllonllge = fi, ona alors

ITon = foullg, = IToall} + B2 ll0ally, = 28(Tvn, 0a)n

< 2(i% = [W(T0p, O )p) == 0.

Donc ({iv, )nen- converge également vers u et finalement puisque T est
borné
u = lim To, = i 'Tu,

n—oo

qui prouve que i est bien une valeur propre de T.

(iii) Vérifions alors que les sous-espaces propres V,, sont de dimension
finie et orthogonaux entre eux. Comme T est compacte, T|‘V lest et
U

I'image de la boule unité de V), est donc compacte. Comme T|(V = uld,
u

ceci implique que la boule unité de ce sous espace est compacte et
donc V), est de dimension finie par la proposition 8.4.1. De plus, soient
deux valeurs propres différentes u et u’ et deux fonctions propres
respectivement associées u et 1/, on a alors puisque T est auto-adjoint,

[J(M,M’)q-{ = (TM,M/)(H = (M,TM/)(H = ‘U’(Ll,ul)(/.{
= (u,u)y =0sipu#py.

Donc les sous-espaces propres de T associées a deux valeurs propres
distinctes sont orthogonaux.

(iv) Montrons maintenant que quand H est de dimension infinie,
les valeurs propres ne peuvent que s’accumuler en 0. On raisonne par
l’absurde en considérant (1, )nen+ une suite de valeurs propres distinctes
qui s’accumule en p # 0 et (u,),en+ une suite des fonctions propres
associées de norme 1. Quitte a extraire une sous-suite, la suite des
(Tuy)nen+ converge. Comme la limite de (i, )nen+ est non nulle, pour n
assez grand, u, # 0. Or #Tun = u,, donc la suite des (1, )nen+ converge.
Cependant, les u, sont tous orthogonaux deux a deux donc a distance
V2 les uns des autres. On aboutit donc a une contradiction.

(v) Pour conclure, il nous reste a montrer que les fonctions propres
forment une base hilbertienne. On introduit G, le sous-espace engendré
par les fonctions propres. Par construction G est stable par T donc G*+
est stable par T. Soit T = T| g+ qui est toujours un opérateur compact.

Donc ||T|| est une valeur propre de T.SiT n'est pas nul alors T est aussi
une valeur propre de T ce qui serait une contradiction. On en déduit que
G+ = 0 ce qui conclut la preuve. O

Theoréme 8.4.5 Soit V et H deux espaces de Hilbert o1t “V s’injecte de
maniére compacte’ dans H. Soit a une forme bilinéaire continue symétrique
et coercive de V XV et A € L(V,V’) lopérateur associé défini dans (8.5),
alors

— le probléme aux valeurs propres (8.7) admet des valeurs propres qui
sont toutes de multiplicité finie et constituent une suite de réels positifs
(An)nent qui tend vers +oo.

— Il existe une base hilbertienne (1, )nen+ de H formée des fonctions

. J

9: Injection compacte signifie que ’appli-
cation identité ty : V — H est com-
pacte, c’est a dire que de toute suite d’élé-
ments de V on peut extraire une sous
suite qui converge dans H.
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[ propres de (8.7). ]

Démonstration. Soitu € H,'applicationlinéaire, : V 3 v — (u,v)¢y €
R est continue puisque par injection (compacte donc) continue de V
dans H, il existe une constante C € R}, telle que

(u, V)| < Mullllvlle < Cllullgllolly-

D’apreés le théoréme de Lax-Milgram, il existe donc un unique élément
w solution de
a(w,v) =4,(v), veV.

Par linéarité de ¢, par rapport a u, il existe un opérateur linéaire T tel
que w = Tu € V c H. La continuité par rapport aux données dans le
théoréme de Lax-Milgram implique de plus que

C
ITully = llwllv < —lully.

L'application T en tant qu’application de H dans V est donc continue.
Elle 'est donc aussi en tant qu’application de H dans H. Mais mieux
elle est compacte puisque dans ce cas c’est la composée d'un opérateur
continu de H dans V avec 'injection compacte de V dans H.

Lopérateur T est donc compact. Il est également auto-adjoint car a est
symétrique

Yu,veH, (Tu,v)y =4,(Tu)=a(Tv,Tu)
=a(Tu,Tv) = £,(Tv) = (u, Tv)y.

11 est injectif par unicité de la solution dans le théoréme de Lax-Milgram.
11 est de plus clairement positif, car

(u, Tu)gy = 6,(Tu) = a(Tu, Tu) = 0.

On peut donc appliquer le théoreme 8.4.4 a T qui fournit une suite de
valeurs propres (yn)neN* strictement positives qui tendent vers O et de
fonctions propres orthonormalisées associées (i, )nen-, telles que

Tuy = Upiy.

On vérifie alors directement par définition (8.5) de A que
1
ATu, = u, = —Tuy,.
Un

Les (A = u, )nen: sont donc des valeurs propres et Tu, des fonctions
propres associées. Puisque Tu,, est proportionnel a u, alors u, est aussi
fonction propre. Réciproquement tout élément propre (u,,,) de A
est aussi élément propre de T. Ainsi les (u,, A, = u,') sont donc les
seuls éléments propres de A. En particulier les A, sont positifs et de
multiplicité finie et tendent vers +oo.

Enfin puisque les (1, ),en sont déja orthonormalisées par rapport au
produit scalaire dans H, elles forment la base hilbertienne que nous
recherchons. O
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Nous pouvons maintenant caractériser les espaces H et V a partir
de la base hilbertienne (1, )en+ de vecteurs propres de A et des valeurs
propres (A, )nen- associées. Par définition d'une base hilbertienne, on a

H= {Z aniy tel que Za% < oo}. (8.8)

n>1 n>1

Nous pouvons écrire

YueH, u= Z(u/ Un)pUn avec ||u||,2H = Z [(u, un)“H|2 < 0.

n>1 n>1
On introduit
N
N—>o0
Pn(u) = > (u, tn)pttn —— u,
n=1

le projecteur orthogonal de u sur Vect((i4, )o<n<nN)-

Soit maintenant u € V, on a

N
ﬂ(PN(M), PN(M)) = Z An |(1/l, Mﬂ)7’{|2/
n=1
qui est une suite croissante. Par orthogonalité des (1,)en+, On a

a(u,u)—a(Pn(u), Pn(u)) = a(u — Pn(u), u — Pn(u)) 20,

la suite a(Pn(u), Pn(1)) est donc majorée par a(u, u). Par conséquent,
elle converge. Comme

w—Py() 2250 = a(u— Py, u - Pa(u) =0
ce qui implique que a(Py (1), Pn (1)) converge vers a(u, u) et

a(u,u) = Z/\n(u,un)gH < o0, (8.9)

n>1

On en déduit que

YV c {u = Zanun tel que Z/\nafl < oo}.

n>1 n>1

Réciproquement, soit la suite

(an)nen- telle que Z /\na% < o0,

n>1

alors pour tout N, si on note

N
uN) = Zanun eV,
n=1
ona

q
Vp<gq, alu® - u(‘7>||ﬁ, <a@® — 4@ 3P — @)y = Z A,

n=p+1

oll « est la constante de coercivité de a. On en déduit que (u(N ))NGN* est
une suite de Cauchy dans V donc elle converge dans V. Nous venons

177



178

8 Analyse spectrale des problémes aux limites

donc de prouver la caractérisation de V :

V= {u = Z aniy, tel que ZAnai < oo}. (8.10)

n>1 n>1

Exemple 8.4.3 On considere le probléme aux valeurs propres (8.1) ott
nous pouvons appliquer le théoreme (8.4.5) avec

H=1%Q), V=H)(Q) et a(w,v):/gyw-yvdg.

On note les valeurs propres (A,),en- et les fonctions propres qui
forment une base hilbertienne (1, ),en+. On a

L2(Q) = {Z Qply, Z lan]? < +oo}

neN* neN*
avec
Vu e 12(Q), lullagy = 31, un)izey P,
n>1
et
H(l)(Q) = {Z Aply, Z /\nlanlz < +°°}/
neN* neN*
avec

Vu e HY(Q), Nlullyq) = 2301+ A, w)izg,
n>1

Dans le cas ou Q =]0, L[, les valeurs propres (A, )nen+ et les fonctions
propres (4, )nen- sont données par

n’n? 2 . (nmx .
Ap = 7, Mn(.X) = \/;SIH(T), n € N7,

Ainsi, on peut caractériser pour tout u € L2(]0, L[)

‘/OL u(x) sin(%) dx

2

7

2
2 —
el g0, = i3 >
nx1

et pour tout u € H(l)(]O, L[)

0o = = 21+ ) 2
o) = T, 24 2

‘/OL u(x)sin(%) dx

Nous retrouvons la décomposition en séries de Fourier.

8.4.4 Principe du Min-Max

Par analogie avec la dimension finie, nous introduisons le quotient de

Rayleigh associé a une forme bilinéaire sur V :

Yo e V', R,(v) = 4(0,0)

_ 2.0
oI,

(8.1)
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Proposition 8.4.6 (Courant-Fisher) Soient V et H deux espaces de Hilbert
réels de dimension infinie. On suppose que V C H avec injection compacte.
Soit a(-, -) une forme bilinéaire symétrique continue et coercive sur V. On
note (A, )n>1 la suite croissante des valeurs propres du probléme aux valeurs
propres (8.4) comptées avec leur multiplicité. Alors, pour tout n € N, Ia
n-éme valeur propre est donnée par

Ap = mi R = in R p 8.12
= gin (mpeo) = o (mp k@), o
out &y, est I'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension n de V et R,
est le quotient de Rayleigh de a, défini dans (8.11). En particulier, la premiére

valeur propre vérifie
A1 = min R,(v), (8.13)
veV*

et tout v minimum dans (8.13) est un vecteur propre associé a Ay.

\ J

Démonstration. Soit (4, )yen+ 1a base hilbertienne de H formée des vec-
teurs propres de (8.4). D’apres (8.9), on peut réécrire le quotient de
Rayleigh

anl An 0(}21

2 4

Ra(v): 5 o
n>14n

ce qui démontre immédiatement le résultat pour la premiere valeur
propre.

Introduisons le sous-espace ‘W, € &, engendré par (uy,...,u,). Ona

n A 2

_1 Mk
VoeW,, R,(v)= k;l—zk,

D1 O
et )
Zikzn Ak

VoeWr, Ry(v)=——SF,
2ik>n ag

d’ot1 'on déduit

Ap = max R,(v) = min R,(v).
W veW

vEW, il

Soit W un sous-espace quelconque dans &,,. Comme W est de dimension
n et W,,_1 de dimension n — 1, l'intersection ‘W N (VVnL_l n’est pas réduite
a {0}. Par conséquent,

max R,(v) > max R,(v)
veW* veWnWw

\%

min  R,(v) = min R,(v) =A,,
veWnW, veW

ce qui prouve la premiére égalité dans (8.12). De méme, si ‘W est un
sous-espace dans &,,_1, alors W+ N W, n’est pas réduit a {0}, et

min R,(v) £ min R,(v)
veWt veWLNW,

< max R;(@) < maxR,;(v)=A
e a(0) max a(0) = Ay,

ce qui prouve la deuxiéme égalité dans (8.12).
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Soit maintenant # un minimum dans (8.13). Pour v € V, on introduit
la fonction f : R 3 t = R(u + tv) € R qui admet un minimum en
t = 0. Par conséquent sa dérivée s’annule en ¢ = 0. Puisque f(0) = A1, un
simple calcul montre que

a(u/ U) - Al(u/ U)(H

2
Il

f(0)=2

Comme v est quelconque dans V, la condition f’(0) = 0 n’est rien d’autre
que la formulation variationnelle (8.4), c’est-a-dire que u est un vecteur
propre associé a la valeur propre A;. O

Le principe du Min-Max est particuliérement utile lorsque l'on souhaite
comparer des valeurs propres de différents problemes. Par exemple, soit
a(-,-) et d(-, ) deux formes bilinéaires continues symétriques et coercives
agissant sur le méme espace V d’injection compacte dans H. On note
(An)nen et (;\n)neN» les valeurs propres respectives de a et 4, les deux
suites étant ordonnées par valeur croissantes. Si de plus on a

YueV, a(u,u)<ia(u,u),
alors on déduit du principe du Min-Max que

VneN, A, <A,

Si on considére maintenant une seule forme bilinéaire a(-, -) définie sur
deux espaces V et V. On note (A,;)nen: et (An)nen les valeurs propres
de a définie respectivement sur V et V. Alors si V et V sont tels que

Vv,

on déduit
VneN, A, >A,. (8.14)

Ce raisonnement nous sera utile notamment pour l’approximation nu-
mérique des valeurs propres.

8.5 Approximation numérique des probléemes
spectraux

8.5.1 Existence des éléments propres discrets

On va considérer une approximation interne de la formulation varia-
tionnelle (8.4). Etant donné un sous-espace Vj, de l’espace de Hilbert V,
de dimension finie, on cherche les solutions (A, uy) € R X V), de

a(up,vp) = Ap(up, o) Vo € V. (8.15)

Typiquement, V), est un espace d’éléments finis, et H est toujours 'espace
L2(Q). La résolution de 'approximation interne (8.15) est facile comme
le montre le lemme suivant.
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Lemme 8.5.1 On se place sous les hypothéses du corollaire 8.4.5. Alors les
valeurs propres de (8.15) forment une suite croissante finie

0<Ayp <---<Any avec N =dim V),

et il existe une base de Vy, orthonormale dans H, (ux ;)1<k<N de vecteurs
propres associés, c’est-d-dire que

urn € Vi, et a(ugn, vn) = Ak n(ticn, o)y Yo € Vi

Démonstration. Ce lemme peut étre considéré comme une variante'”
évidente du corollaire 8.4.5. Néanmoins, nous en donnons une démons-
tration différente, purement algébrique et élémentaire. Soit (¢;)i1<i<n
une base!' de V}, . On cherche uy, solution de (8.15) sous la forme

up(x) = ilu,i¢i(x).
i=
Introduisant la matrice de masse My, définie par
My = (¢, ¢n 1<ij<N,
et la matrice!?A, définie par
Al =a(pj, i) 1<i,j<N, (8.16)

le probléme (8.15) est équivalent a trouver (Ay, ii;) € R X RN solution
de
Apty, = ApMyiiy,. (8.17)

On vérifie immédiatement que les matrices My, et Aj, sont symétriques et
définies positives. Le systéme (8.17) est un probléme aux valeurs propres
dit généralisé du fait de la présence de la matrice de masse My, a droite
de I'égalité. Le théoreme de réduction simultanée (voir par exemple [2])
affirme qu'il existe une matrice inversible P, telle que

My, = [FDh[FD;, et Ay = Phdiag(ALh, e /AN,h)P;;-

Par conséquent, les solutions de (8.17) sont les valeurs propres (A ) et les
vecteurs propres (#k, i )1<k<N qui sont les vecteurs colonnes de l'inverse de
P} . Ces vecteurs colonnes forment donc une base, orthogonale pour A,
et orthonormale pour M. Finalement, les vecteurs iy ; sont simplement
les vecteurs des coordonnées dans la base (¢;)1<i<n des fonctions uy j qui
forment une base orthonormale de V), pour le produit scalaire de H. [

Remarque 8.5.1 Pour calculer les valeurs et vecteurs propres du
probléme spectral (8.17) il faut, en général, commencer par calculer
la factorisation dite de Cholesky'® de la matrice de masse M), = ;L hT ,
pour se ramener au cas classique

E\hﬁh = Apil,  avec Ah = ﬂ_;lAhﬂ_}:T etiiy = ﬂ_;ﬁh,

pour lequel on dispose d’algorithmes de calcul de valeurs et vecteurs

\ J

10: ala différence pres qu’en dimension
finie il existe un nombre fini de valeurs
propres

11: par exemple une base éléments-finis
Py

12: Dans le cas des exemples rencontrés
dans cet ouvrage la matrice A, est ty-
piquement une combinaison linéaire de
la matrice de masse et de la matrice de
rigidité

13: André-Louis Cholesky (1875-1918 )
polytechnicien et officier frangais, ingé-
nieur topographe et géodésien. Il est cé-
lebre pour sa méthode de résolution des
systémes d’équations linéaires. Il est dé-
cédé des suites de ses blessures sur le
champ de bataille.
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14: méthode dite du mass lumping en
anglais

propres (voir la section 8.5.3).

On peut éviter de construire la matrice KK}, et faire I’économie de la
factorisation de Cholesky de M, si on utilise une formule de quadrature
pour évaluer les coefficients de la matrice M, qui la rende diagonale.
Ce procédé d’intégration numérique est appelé condensation de masse'*
et est fréquemment utilisé. Par exemple, si on utilise une formule
de quadrature qui utilise uniquement les valeurs aux nceuds d’une
fonction pour calculer une intégrale, on voit facilement que la matrice
de masse M, ainsi obtenue est diagonale.

8.5.2 Analyse d’erreur

La question désormais est de savoir comment les valeurs propres
du probleme discret approchent celles du probléme continu, la méme
question se posant aussi pour les vecteurs propres. Nous commencons
par un premier résultat élémentaire a partir du principe du Min-Max.

[Lemme 8.5.2 Pour toutn € [1, N, ona A, > Ay. ]

Démonstration. Ceci résulte directement du raisonnement ayant conduit
a (8.14). En effet V;, C V donc par le principe du Min-Max on a bien
Anh 2 Ay O

Nous allons maintenant procéder & 1’analyse d’erreur pour le premier
couple propre. Pour cela, nous allons nous concentrer sur le probléme
modeéle (8.1) pour lequel tous les résultats du chapitre 7 s’appliquent. On
rappelle que dans ce cas,

H=1*Q), V= H(l)(Q), eta(w,v) = /(;Yw -VodQ.

Le domaine Q est polygonal et I'espace d’approximation est V), = VF1.

Proposition 8.5.3 Supposons que la premiére valeur propre du probleme
(8.4) soit simple et que pour tout f € L2(Q), le probleme :

trouver z € V tel que Vv eV, a(z,v)=(f,v)x (8.18)

admet une solution z € H(Q). Alors, il existe deux constantes hy > 0 et
C > 0 indépendantes de h tels que

Vhe(0,hp), 0<Ayp—A <Ch2 (8.19)

De plus pour uy j, choisi tel que (u1, ui,n)izq) > 0,0na

Vh € (0, ho), |luy,n—uilly < Ch.

Démonstration. D’apres le lemme 8.5.2, on sait que 0 < Ay, — Aq. Pour
majorer 1’écart, on introduit f = Aqu; (et donc la solution de (8.18) est
z = uy) et zj, la solution du probleme discrétisé associé a (8.18) :

Yo, € Vi, a(zn,vn) = (f, on)pu-
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On a supposé que z € H%(QQ) donc, d’aprés le théoréme 7.2.18 d’Aubin-
Nitsche, il existe une constante C1 ne dépendant que de A; telle que

Ity = znlli2) < C1k%.

Comme par ailleurs ||u1]l;2) = 1, on en déduit qu'il existe hp > 0 tel
que pour h < hg

1
z > —.
Izr 2@ = 7

D’apres le principe du Min-Max dans Vj, on a

1 1 < a(zhlzh) ﬂ(Zh,Zh)—/HHZhHiz(Q)
Lh—M> T — =

EE. BT
Or par définition de zj, on a a(zy, zn) = A1(u1, zZp)12(q)- On en déduit

M =z, zn)i2 Q) __M

lznlltyg, lznllieo)

A=A £ |luy — Zh”LZ(Q) <2C1A1h3,

(8.20)
qui justifie (8.19).

Soit maintenant 11,5, une fonction propre discréte associée a Ay ; de
norme ||uy;||12(q) = 1, ce quiimplique a(u,;, u1,5) = A1, Onchoisit uy p
tel que (w1, u1,1)12(q) = 0. Notre objectif est d’estimer a(uy —uy, 5, 1 —u1,1).
Si on décompose u1,, sur la base hilbertienne des fonctions propres
(44n)nen, on a

1N = (u,n, U1)12(Q),

wp =nu+woi (W= Z(”l,h/ Un)12(Q)ln,
n>2

L= 1P + o)y,
Par orthogonalité par rapport a la forme bilinéaire 4, on a aussi
a(uy = uyp,uy = urp) = (1=1)Ay +a(w, w) et Ay = Ai” + a(w, w).

Commengons par utiliser la deuxiéme égalité, a laquelle on applique le
principe du Min-Max sur A, pour obtenir
A=A = =(1=)A+a(w, w) > —(1—772)/\1+A2||w||iz(9) = (1-1")(A2=A1).
Puisque A1 est simple (ona A1 # Ay) et on obtient en utilisant également
(8.20)® 15: A noter que si A, = A1, on obtient
(1 B 1]2) < /\Lh - < 2C1Aq W2, Z&;g;ement A1,n — A1 2 0 ce qu'on savait
Ay — My Ay — My )

Donc 172 tend vers 1 quand h tend vers 0, et ayant choisi (11, ul,h)Lz(Q) >0,
on a donc 1 qui tend vers 1. On peut alors estimer

2

20 0 20,22 qe.

= — 2 < —
a(w,w) = A —Mn” < Ay — A+ A Lo
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o1 on a utilisé (8.20). Et on en déduit que
a(up —ugp,ur —uy) = (1 - 77)2/\1 +a(w, w)
A2
< (1 -\ +2C ———A1h?
S@=-n)A+ oA

A+ A

<2 W=

La forme bilinéaire a étant coercive de constante de coercivité v, on en
déduit finalement le résultat souhaité puisque

1
2
A1(Ag + /\2)) n

— <(C|—=
llur = urplly < ((/b—h)

O

Le résultat précédent peut se généraliser aux valeurs propres supé-
rieures, mais la démonstration est plus subtile, voir par exemple [3]. Si
Ay est simple et u, est un vecteur propre tel que |||l = 1, on montre
que pour Uy , choisi tel que (uy , tty)g > 0, il existe des constantes hg et
C, indépendantes de h telles que

Vh € (0, ho),  llu—un,p

| < Cyen(h),

en(h) = Uigf It — vplly,
h h

et de méme on montre qu'il existe C’ indépendante de / telle que
0<App—Ay < Clen(h)]P

Si maintenant la valeur propre a une certaine multiplicité, le résultat
s’étend en choisissant correctement le vecteur propre et en prenant ¢(h)
le sup sur l'espace propre associé a la valeur propre considérée.

Une remarque essentielle dans tous les cas est que méme si les
constantes sont indépendantes de , elles dépendent de n. En parti-
culier la constante

2
Cy o max ——,
A A= A
1
R 3 -1
qui généralise le terme A} |12 — A1|72 que nous avons vu dans la preuve
de la proposition 8.5.3.

Enfin, les estimations dépendent fortement de la fagon dont sont
approchées les fonctions propres u;,. On peut montrer (et I'exemple en
8.4.3 donné plus tot le confirme), que plus la valeur propre est grande,
plus les vecteurs propres associés oscillent vite et plus fin doit étre le
maillage pour bien les approcher.

8.5.3 Calcul de valeurs et vecteurs propres en pratique

Dans cette section nous expliquons comment calculer les valeurs
propres et les vecteurs propres d'une matrice symétrique réelle. Pour
plus de détails, nous renvoyons aux ouvrages [2] et [8].
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Puisque les valeurs propres d’une matrice A sont les racines de son
polyndme caractéristique det(A — Al), on pourrait penser naivement que,
pour les calculer, il «sulffit » de factoriser son polynéme caractéristique.
Cependant de telles méthodes qui donnent le résultat en un nombre
fini d’opérations élémentaires n’existent pas pour des polynémes quel-
conques. Il n'existe en fait que des méthodes itératives pour calculer
des valeurs propres. Nous nous limiterons ici a la stratégie dite de la
puissance itérée.

Pour calculer la plus grande ou la plus petite valeur propre (en module)
d’une matrice (et un vecteur propre associé) on peut utiliser la méthode de
la puissance itérée. Une limitation de la méthode est que la valeur propre
extréme que l'on calcule doit étre simple'®. Soit A une matrice symétrique
réelle d’ordre n, de valeurs propres (Aq, - -+, A,) avec |A,| > |A;| pour
tout 1 < i < n — 1. La méthode de la puissance pour calculer la plus
grande valeur propre A, et un vecteur propre associé i, est définie par
'algorithme ci-dessous :

1. Initialisation : ¥y € R" tel que ||Xo|| = 1.
2. Itérations : pour k > 1
1. gk AXr_1

2. X =y /1yl
3. Si||Xk — Xk_1|| < €, on arréte et |A,,| = ||AXk]| et il ~ X.

Dans le test de convergence ¢ est choisi assez petit. Si 0 = Xi — Xk-1
est petit, alors X est un vecteur propre approché de A de valeur propre
approchée |||l car AXy — ||Jk||Xx = Adk ~ 0.

Proposition 8.5.4 On suppose que la matrice A est symétrique réelle, de
valeurs propres (A1, - -+ , Ay), associées d une base orthonormée de vecteurs
propres (€1, -+, €y), et que la valeur propre de plus grand module A, est
simple et positive, c’est-d-dire que |A1], - -+, |An—1| < Ay. On suppose aussi
que le vecteur initial Xy n'est pas orthogonal d €,. Alors la méthode de la
puissance converge, c’est-d-dire que

im ||kl =An, Lm X =Xo avec Xoo = £€y.
k—+o00 k—+00

La vitesse de convergence est proportionnelle au rapport [Ay—1|/|Ax|

2k k

An—l

An—l

Il = Au| < C ;¥ =Xl < C

n

Démonstration. Soit Xo = X!, B€: le vecteur initial, avec g # 0. Le
vecteur X est proportionnel a A¥X = > ﬁ’/\f ¢; et est de norme 1, donc

- 1'/\-k->
pa+ S5 (1) @

X = 1
2 2
(e + sz (#))

Comme |A;| < A, on en déduit que X; converge vers sign(f")eé,. De

16: ou de multiplicité égale a 1, c’est-a-
dire que la dimension du sous-espace
propre correspondant est 1.
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méme, on a

) (k+1)) 2
(ﬁn)z + Z?z_ll(ﬁz)z (%)2 1

7kl = An

7

((ﬁ "R+ (B (Q—L)Zk)%

qui converge vers A,. O

En pratique (et notamment pour le calcul des valeurs propres de la
discrétisation d"un probleme aux limites elliptique), on rappelle qu’on est
le plus souvent intéressé par la plus petite valeur propre, en module, de
A. On peut adapter les idées précédentes, ce qui donne la méthode de la
puissance inverse dont I'algorithme est écrit ci-dessous. On consideére une
matrice symétrique réelle A dont la plus petite valeur propre en module
est simple et strictement positive 0 < A1 < A; pour tout2 <i < n.

1. Initialisation : Xy € R" tel que || Xy = 1.
2. Itérations : pour k > 1
1. résoudre Ajji = Xx_1
2. X = yi/ el
3. test de convergence : si || X — Xx_1]| < €, on arréte et A; ~
7kl etiiy ~ .

Si Ok = Xk — Xk-1 est petit, alors Xx_; est un vecteur propre approché

de valeur propre approchée 1/||ijk|| car AXy_1 — ﬁé};h = —Abi.

Proposition 8.5.5 On suppose que la matrice A est symétrique réelle, de
valeurs propres (A1, - -+, An), associées d une base orthonormée de vecteurs
propres (€1, ,€n), et que la valeur propre de plus petit module Ay est
simple et strictement positive, c’est-d-dire que 0 < Ay < Az, -+, [Ay]. On
suppose aussi que le vecteur initial Xy n'est pas orthogonal a é,. Alors la
méthode de la puissance inverse converge, c’est-d-dire que

1 . == =
im —— =|Ay], lim Xy = Xo avec Xeo = *e7.
k—+o0 ”yk” k—+o00

La vitesse de convergence est proportionnelle au rapport Aq/|A,|

2k
;¥ =Xl <C

A f

A
2 A2

I7ll™ = [ < C|3

La démonstration est similaire a celle de la proposition 8.5.4.

Remarque 8.5.2 Pour accélérer la convergence, on peut toujours
procéder a une translation de la matrice A qu’on remplace par A — ol
avec ¢ une approximation de A;.
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8.6 Analyse modale en mécanique

L’analyse modale est au cceur de nombreux problemes d’ingénierie
mécanique pour concevoir des structures de génie civil (batiments para-
sismiques, ponts), ou des pieces mécaniques d’industrie soumises a des
vibrations. C’est aussi autour de problemes de mécanique que l’analyse
modale est apparue historiquement, et fait écho au contexte historique
de la fin du XVlle siecle évoqué en introduction.

8.6.1 Modes de vibration d’une structure élastique

Le cas des modes de vibration en élasticité est la généralisation directe
de (8.1) au cas vectoriel, soit

-V (é g(g)) +au = Au, dansQ),
U= 0, sur I'p, (8.21)
(A:e(m) n+pu=0, sur I'y.

L'analyse modale est en effet un outil générique en génie civil de nouveau
pour éviter les phénomenes de résonances qui peuvent fragiliser les
structures. Les plus fameux exemples sont certainement le pont de la
Basse-Chaine suspendu sur la Maine a Angers, ou encore le pont du
Millenium a Londres?. Le premier, sollicité par un régiment au pas
a entrainé une résonance verticale et son effondrement. Le second est
plus récent et encore plus spectaculaire. Le pont a commencé a entrer
en résonance alors que la foule non ordonnée générait une sollicitation
transverse avec un spectre large. Mais les individus se retrouvant eux-
mémes déséquilibrés par les mouvements du pont se sont mis & ajuster
leur démarche pour compenser leur perte d’équilibre et ont donc favorisé
I'entrée en résonance du pont qui aurait pu s’effondrer le jour méme de
son inauguration.

8.6.2 Modes de vibration de la plaque

Historiquement, le calcul des modes sur une plaque a donné lieu a
des recherches spectaculaires et au développement méme de la méthode
des éléments finis [15]. En 1787 a Wittenberg en Allemagne, le musicien
et physicien Ernst Florence Friedrich Chladni remarqua que lorsqu’il
essayait d’exciter une plaque de métal avec I'archet de son violon, il
pouvait émettre des sons de différentes natures. Il a soigneusement fait
des dessins de chacune d’entre elles, voire la figure 8.2, aujourd hui
appelées figures de Chladni. En 1808, Chladni les reproduit a 'académie
de Paris, devant I'empereur Napoléon ler. Ce dernier, impressionné,
organise alors un concours pour établir une modélisation mathématique
du phénomeéne. La solution sera apportée par Sophie Germain'® et
correspond aux modes associés a 1’équation

—ANu(x,y) = Au(x,y), (x,y)€(-1,1)

17: Voire aussi le pont du détroit de Ta-
coma pres de Washington soumis a des
vents forts et une résonance en torsion
cette fois

18: Sophie Germain (1776-1831) se pro-
cure les cours de I'Ecole polytechnique
réservée alors aux hommes et correspond
avec Lagrange sous le nom d’emprunt
Antoine Auguste Le Blanc jusqu’a ce
qu’il découvre sa véritable identité et
devienne son ami.
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ALA
Qo
AAR
SRR

couplée aux conditions de bord libre

F1GurE 8.1 — Quelques modes de défor-
mation d"une cloche d’église (E = 10 et
v = 0.34) réalisés avec le code Cast3M dé-
veloppé par le CEA et disponible en ver-
sion éducation pour l'enseignement et la
recherche. Source : www-cast3m.cea.fr

a (d*u %u %u J%u
5 (Gare-wgE) =0 Faegn=o cetin
d (d%*u %u %u d%u
ax(8y2+(2_“)ax2): C g e =0 yettL

ol u est un coefficient de cisaillement.

De nouveau, la recherche de valeurs propres peut se mettre sous la
forme de la minimisation d'une fonctionnelle de la forme

sor= [ L1053 (5
2%v d*v
“ﬁa_yz

1 pl
/ / o(x,y)*dxdy = 1
-1J-1

Il est alors fascinant que ce probleme ait ensuite donné lieu au dévelop-

pement de la premiére méthode de résolution approchée des solutions

19: 1878-1909, physicien suisse observées. En effet Walther Ritz! en 1909 a cherché la solution sous
forme de coordonnées dans une base de fonctions adaptées. Sa méthode

+2 +2(1—y)(§—5y)2] dx dy

sous la contrainte


https://www-cast3m.cea.fr/
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se veut générale et consiste a approcher toute fonction v € V par
NZ
o(x,y) =on(x,y) = > v r(x, y). (8.22)
k=1

Il indique que le choix de la base est primordial. Ce peut étre une base de
polynémes ou de fonctions hyperboliques, prises typiquement a variables

séparées

I peut alors injecter cet anzatz?® et calcule

N N
on(x, ) = Z Z 0" o ()P (y)-

n=1m=1

Le détail de ce calcul est le suivant.

[

DI

mm i)

En faisant de méme pour les autres termes, il obtient une approximation

2 1 pl
dxdy = / / (
-1J-1

0 S 0" () ()

ox2

i [ [P F ) Philx)
’0’7[1[1 dx2 Puly) Ox2 ¢j(y)dxdy .

dx dy

FIGURE 8.2 — Reproduction des figures
de E.EF. Chladni tirée de son livre "Die
Akustik"

20: deIl'allemand, signifiant « racine »

A. Losungen, die in # und y ungerade und symmetrisch sind,

B —
L Grundton. 3 = 12,43 — 18,0 p. |
w = a, v, + 0,0394 + vy uy) —]—
== 0,0040m, 0,0084 (u, v, +u,v,) i }
+0,0011 (10, -+ g v,)= 0,0019m, v, | |

IL i =878 — 573 u. |
w = — 0,075 uy v, -+ (1, ¥, + w4, v, |

£ 01T8uyr, + 0,048 (7 +2,m) | |

0,015 (v, + ugv) — 0,020 wew. | |

NL %= 1554 H—1—0
w = 0,000u,v, — 0,0T5(u, v, +v,u) | | 1]
+ Uy vy — 0,057 (v, + uyv) I 1
+ 0,121 (uy v, + uyv,) — 0,007 wywy. | —
Messungen fehlen. ;; 8.
w =y v+ g

[
(
1V, 4= 2045. |
|
(

Diese Figur fehlt bei Chladni.

B. Losungen, die in 2 und y ungerade und antisymmetrisch
! eymmerriee?,

sind, >
| \wif/J

L i=38161—27048p
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21: R. Courant (1988-1972) a publié avec
David Hilbert le livre Methoden der ma-
thematischen Physik [10, 11] qui systé-
matise la formulation variationnelle des
équations aux dérivées partielles.

22: R. Courant a dit : As Henri Poincaré
once remarked, “solution of a mathematical
problem” is a phrase of indefinite meaning.
Pure mathematicians sometimes are satisfied
with showing that the nonexistence of a so-
lution implies a logical contradiction, while
engineers might consider a numerical result
as the only reasonable goal. Such one-sided
views seem to reflect human limitations ra-
ther than objective values.

de la fonctionnelle
J(v) = In(D) = 3T AT,

. - _ 2
avec respectivement & = (vV'!,012,... ,oNN-1 gNNT ¢ RN" ot A €
Mp2(R) une matrice définie par

a1111 a1112 A11INN-1 a11INN
a1211 A12NN
A =
ANN-111 ANN-1NN
ANN11 ANN12 ANNNN-1 ANNNN

Le critére 7y est désormais posé en dimension finie et doit étre
minimisé sous la contrainte

oTM7 =1

ot M € My2(R) a pour coefficients

1 1
Bounij = / 1 / O ()0 (1) dx dy.

Ainsi, en écrivant la condition de stationnarité du Lagrangien associé a
cette minimisation sous contrainte, Walter Ritz se raméne au probléeme
matriciel aux valeurs propres généralisé.

AT =AM7D,

pour lequel il effectue les calculs qu’il compare aux expériences. C’est un
des tout premiers exemples de méthode numérique effective se fondant
sur les principes variationnels.

Pour conclure, disons quelques mots sur les résultats de Ritz qui ont eu
un accueil contrasté, voir [15] pour tous les détails. Certains, dont David
Hilbert, y voyaient avant tout une approche pratique sans rien de plus.
D’autres, tels que Lord Rayleygh, ont accusé injustement Ritz de plagiat
ce qui a finalement conduit a appeler 'approche de méthode de Rayleigh-
Ritz. La méthode a en revanche rencontré un certain succes en Russie ou
Boris Grigor’evich Galerkin étudia les travaux de Ritz avant de publier
un papier célébre en 1915 [14] sur 'utilisation d"une décomposition de la
forme (8.22) qui a conduit a appeler ce type d’approche une méthode de
Galerkin. Enfin, presque 30 ans plus tard, Richard Courant? qui au départ
ne s’intéressait qu’aux aspects théoriques des solutions des problémes
variationnels comprit aussi toute la puissance de I’approche proposée par
Ritz. Il compléta alors I’approche en proposant d"autres choix judicieux
pour les fonctions ¢. En décomposant le domaine €2 en sous-domaines
élémentaires (préférablement des triangles) et en choisissant des fonctions
affines par morceaux sur chacun de ces sous-domaines, il congut dans [9]
les premieres étapes d"une méthode d’approximation qui se montrerait
extrémement efficace en pratique et plus encore avec I’avénement du
calcul informatique : la méthode des éléments finis?2.
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