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Corrigé de la Séance 3 : Théoreme de Lax-Milgram

Exercice 1 Etude élémentaire de la coercivité
Soit V muni de la norme || - ||y un espace de Hilbert réel, et a une forme bilinéaire et
continue de V' x V' dans R.

Question 0. On dit que a est coercive si

(a) Vo e V\{0}, a(v,v)>0
(b) Ja >0 tel que Yv €V, a(v,v) > a||v|f3

(c) Ja>0 tel que Yu,v eV, a(u,v) > allullv|v]|yv.
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Corrigé de la question 0 : La réponse est la (b). Si a vérifie (a), on dit qu’elle est
définie positive.
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Question 1. En dimension finie. Si V = R", établir que a définie-positive équivaut
a a coercive.

Indication : on pourra utiliser que la sphére unité de V : S :={u €V tel que ||ul]ly =1}
est fermée et bornée donc compacte (car V' est un espace vectoriel de dimension finie).
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Corrigé de la question 1 : Soit ¢, la fonction suivante :

by S — R
u = a(u,u)

La fonction ¢, est continue sur S, qui est compacte : £, atteint son maximum et son minimum
sur S. Notons « le minimum : Ju,i, € S tel que g (Uumin) = a. Comme a est définie-positive
et Umin 7# 0 (il est de norme un), on en déduit que o > 0.
Soit v € V' \ {0} quelconque. Posons u = v/||v||y : alors u € S et 'on a £,(u) > «, ce que 'on
peut réécrire par bilinéarité

a(v,v) = afvl?-

On en déduit que a est coercive.
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Question 2. En dimension infinie.
(a) Que se passe-t-il si V est de dimension infinie? On pourra construire un contre-
exemple quand V est un espace de Hilbert admet une base hilbertienne (e, )ren !

1. On suppose ici que espace de Hilbert V' est séparable, c’est-a—dire qu’il contient un sous-ensemble
dénombrable et dense. Comme V est en particulier un espace métrique, on peut montrer qu’il existe une
famille dénombrable qui en constitue une base. Et, pour finir, on peut orthogonaliser celle-ci...
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(b) Montrer notamment que pour V = H'(]0, 1[), la forme bilinéaire a définie par
1
Yu,v eV, a(u,v) :/ u(z)v(x) de
0

est définie positive mais n’est pas coercive.
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Corrigé de la question 2 :
(a) En dimension infinie, un ensemble fermé et borné n’est pas automatiquement compact.
On ne peut donc pas raisonner comme précédemment...
Qui plus est, nous avons le contre-exemple suivant dans le cas ou V est un espace de
Hilbert séparable : soit (e )xen une base hilbertienne de V. On peut écrire tout élément
v de V sous la forme

o0 o0 1/2
v= kaek,avec Vk e N, v, = (vl|ex)v,et [[v]|v = {Z v,%} .

0 0

Pour définir une forme bilinéaire, il suffit décrire son action sur tout couple d’éléments
de la base. Posons :

1
a*(ei,ej) = 517]‘7 Vi, j € N.

j+v
On en déduit que
ay(v,v) = d PR

Par construction, a, est donc définie-positive. Par contre, elle n’est pas coercive,
puisque l'on a la relation limy_, 1 o ax(€g, ex) = 0!

NB. Dans un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, la spheére unité S n’est
donc jamais compacte! Sinon, le raisonnement de la Q1 s’appliquerait, et il suivrait
que la forme a4, qui est définie-positive, est coercive...

(b) Par exemple, V = H'(]0, 1[), la forme bilinéaire a définie par
1

Vu,v eV, a(u,v) = / u(z)v(z) dx
0

est définie positive de maniere évidente. Mais elle n’est pas coercive puisque pour
up(x) = cos(nmz), n > 1

on a

1 1
Al un) = 5 et unlff = S(1+n?r?)

Question 3. Soit V = H'(]0,1[) et la forme bilinéaire a continue de V x V dans R
définie par

Vv €V, a(u,v) = /O ) () i — P /0 ' w(@)o(z) di
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avec w € R fixé. Montrer que ni @ ni —a ne sont coercives.
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Corrigé de la question 3 : Soit V = H'(]0,1]) et la forme bilinéaire a définie par

Vu,v €V, a(u,v) = /0 o (z)v (z) do — w2/0 u(z)v(z) dx

avec w € R fixé. On montre facilement que

a(1,1) = —w? et Vn>1, a(un,up) = %(n2ﬂ'2 —w?)
ou on a choisi de nouveau wu,, = cos(nmwz). En particulier il existe un entier p assez grand tel
que a(up,up) > 0. On montre alors qu’il existe une constante § telle que pour u = 1 + Buy,
on ait a(u,u) = 0, avec u # 0. En effet, il suffit de remarquer que a(1,u,) = 0 et de choisir 3
telle que
a(l,1) w?
a(up,up)  p2r?—w?’

5= -

La forme bilinéaire a n’est donc pas coercive et pour les mémes raisons —a non plus.
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Exercice 2 Inégalités de Poincaré et laplacien avec conditions de Dirichlet

Question 1. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

vo € H'(10,1]), ||[vllrzqoip < Cr {1V lz2qoap + |v(0)[}-
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Corrigé de la question 1 : Tout d’abord, nous rappelons avoir démontré dans 'Ex4 du
TD1 que 'application trace définie par

v : CH([0,1]) = R
v — v(0)

se prolonge de facon unique en une application linéaire et continue de H'(]0,1[) dans R.

Soit v une fonction C*([0,1]), on peut écrire

Vo e [0,1], wv(z)=v(0)+ /O:v V' (y) dy. (1)
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Par application de I'inégalité triangulaire au membre de droite (pour la norme de L?(]0, 1[; dz)),

on déduit
</01 |v(x)|2dx>% < (/01 </:v’(y) dy)2 da:>é + </01 |u(o)|2d:c>é
< (/0 ([ wwra) a:da:)é +[0(0))
< ( / 1 \v’(y)\%y)é +10(0)];

ol on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir la deuxieme inégalité et on majoré
x par 1. Ainsi en utilisant des arguments de densité et de continuité de I’application trace en
0 on montre que C7 =1 est tel que

voe H(10,1), [lvllzzqoap < Cu [Vl r2qoap + [v(0)]] -
EER NN NN NN EEEEE NN NN NN ENNNNEEENENNNNEEENNERNNONDND

Question 2. On considere le domaine Q2 =|0, 1[x]0, 1[. En utilisant la question précédente,
montrer qu’il existe une constante C, > 0 telle que

Yo e HY(Q), vllzz@) < Cp [[IVollrz) + [|v]oall2on)] - (2)

RE R RN NN NN RN NN NN NN RN AR N NN NN NN NN RN RN RN NN NN RN NN RN NN NN RRRRRE
Corrigé de la question 2 : Soit v une fonction C'*(Q). D’apres la question précédente,
on a

vy € [0,1], o, m)l72q0p < 2 [Haxv('ay)”%%]o,u) + |U(0,y)ﬂ :

ot on a utilisé que (a + b)? < 2(a? + b?). En intégrant en y, on obtient

1
ol 720y < 2 {HaﬁlJvHQL?(Q) +/0 \v(O,y)|2dy] <2 [HVUH%Q(Q) + H”’aﬁﬂiz(aﬂ)} :
En utilisant que va? +b? < (a +b), on trouve

lollza@y < V2 (90l 2@y + lolonl2com) -

En utilisant des arguments de densité et de continuité de l’application trace, on déduit
I'inégalité recherchée pour v € H ().
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Question 3. On admet que cette inégalité est vraie quel que soit {2 un ouvert borné de
RY. Que devient cette inégalité dans H{(2)? En déduire que la semi-norme H' définie
par

Yoe H(Q), |vlm = [Vol 2o

est équivalente & la norme H' dans H} (), c’est-a-dire qu'il existe C; > 0 et Cy > 0 telles
que
Vo€ Hy(Q),  Cullvllino) < vl < Collvllin ). (3)
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Corrigé de la question 3 : On a immédiatement, par définition de I'espace H}(f2)
I'inégalité de Poincaré :

Vo € Hy(Q), lvllz20) < Coll Voll 2y (4)
Montrons maintenant I’équivalence des normes dans H{(£2). On a de maniere évidente
Voe H'(Q), [[Vvllzz@pn < vl

D’apres I'inégalité de Poincaré on a aussi

Vo e Hy(Q), vllae) = ([vll72q) + HVUH%Q(Q)N)I/2 <1+ IVl 2@n -

Dans H}(Q), la norme H! et la semi-norme H'! sont donc équivalentes.
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Question 4. Soient Q un ouvert borné de R, dont la frontiere 9 est “réguliere”et un
terme source f € L*(1).

On considere le probleme aux limites

Trowver uw € H'(Q) telle que

—Au = f dans ()
{ u=20 sur 092 (5)

Construire la formulation variationnelle de ce probleme et montrer que le théoreme de
Lax Milgram s’applique. Pour varier par rapport a ce qui a été fait en cours, on vous
propose de munir U'espace H{(€2) de la semi-norme H'.
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Corrigé de la question 4 : On montre facilement que ce probleme est équivalent & la
formulation variationnelle suivante :

Trouver u € H} () telle que

/ Vu - VodQ = / fvdQ, Yve HQ). (6)
Q Q
Pour I'équivalence entre les 2 problemes, voir le TD2.

On munit lespace H}(Q) de la semi-norme H!. En tant qu'espace fermé de H'(Q) et
muni de la norme H', c’est un espace de Hilbert. Comme la norme H'! et la semi-norme H'
sont équivalentes dans H} (), I'espace H}(2) muni de la semi-norme H! est aussi un espace
de Hilbert

La forme ((v) = [, fvdQ est, de maniére évidente, linéaire, et également continue :

Vo e HYQ),  |t(v)| = \ [ v cm\ < I leolollzze < Coll Flzey olan.

ou on a utilisé I'inégalité de Poincaré.
La forme a(u,v) = [, Vu - Vo dQ est, elle, clairement bilinéaire, et continue

Yu,v € Hy(Q),  a(u,v)| < [Vl p2@)n [Voll 2 i)y = lula [o]m.
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Il ne reste plus qu’a démontrer la coercivité de a pour pouvoir appliquer le théoreme de
Lax-Milgram et conclure au caractere bien posé du probleme. On a

Yu e HAQ), a(u,u) :/\Vu]QdQ — a2,
Q

La forme bilinéaire a est donc coercive, le théoreme de Lax-Milgram s’applique : il existe une
unique solution au probléme (6) et donc au probleme (5).
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Question 5. Montrer que I'unique solution u de (5) dépend continument des données.
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Corrigé de la question 5 : 1l suffit d’écrire (6) pour v = u. On obtient

a(u,u) = / |Vul|? dQ = / fudQ = tu
Q Q
En utilisant la coercivité de a et la continuité de £, on obtient

lulg < Cpllfllz2(
EER NN NN NN EEEEE NN NN NN ENNNNEEENENNNNEEENNERNNONDND

Exercice 3 Laplacien avec conditions de Fourier

Soient €2 un ouvert borné de RY, dont la frontiere 09 est “réguliere”, des termes sources
feL?*Q) et ge L*(99) et A > 0.

On considere le probleme aux limites

Trouver u € H(Q) telle que

—Au=f dans €2
Vu-n+ Au=g sur df2

Question 0. Quelle assertion est fausse

(a) H'(Q) muni de la norme || - ||z2est un espace de Hilbert.
(b) H'(Q) muni de la norme || - ||g1est un espace de Hilbert.
(c) H3(€) muni de la norme || - ||z1est un espace de Hilbert..
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Corrigé de la question 0 : La réponse (a) est fausse : H' est complet pour la
norme || - ||z pas pour la norme || - ||z2. Notons que Hi(Q) muni de la norme || - ||z
est un espace de Hilbert en tant que sous espace fermé de H'(f2) (on peut le justifier de 2
facons différentes : (1) c’est I'adhérence de D(2) dans H'() ou bien (2) c’est le noyau de 1
application trace qui est continue dans H'(12).)
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Question 1. Construire la formulation variationnelle de ce probleme et en utilisant
I'inégalité (2) (admise pour un domaine € général), montrer que le probléme est bien
pOsé.
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Corrigé de la question 1 : On montre que ce probléme est équivalent & la formulation
variationnelle suivante :

Trouver u € HY () telle que

/Vu-Vde—i—)\/ uvdF:/fde—i—/ gudl, Yve HY(Q). (8)
Q o0 Q [2/9]

Pour I’'équivalence entre les 2 problemes, voir le TD2.

La forme ((v) = [ofvdQ + [, gvdl est clairement linéaire. Pour la continuité, no-
tons que :

Yo e HY(Q), L) < ‘/ fodS +‘/ gvdl
< Lz Mol oy + ol zzomylvloolony.
D’apres la continuité de I’application trace :
3Co > 0, Yo € H'(Q), |v]oallz2n) < Collvllm g);
on déduit la continuité de la forme linéaire :
voe HY(Q), [6)] < ([Ifllz2) + Collgllzzo0)) 1] m10)-

Le caractere bilinéaire de la forme a(u,v) = [, Vu - VodQ + X [, uv dl’ est évident. Pour la
continuité,

Yu,v € H'(Q), a(u,v)| < |lull g @llvll g ) + Muloellz2 o) Ivloall 2 o0)-
On utilise encore la continuité de I'application trace pour finalement avoir
Vu,o € HY(Q),  la(u,0)] < (1+ AC)llulaay ol
Ici encore, il ne reste plus qu’a démontrer la coercivité de a. Notons que
vue H'\(Q), a(u,u) = / Vul?d0 + )\/6 W2 dT = [Vl 22 0 + A lulonlZ o)
Q Q
D’apres (2), on a
sl ey < [Vl oy + ulonl?
203 L2(Q) = L2(Q)N ollrza) |

avec (), > 0 indépendant de u, soit finalement

Vue HY(Q), 20(nu) > [ Vulaqy +min(h, 1) [[VulZaqn + luloaleon
min(A, 1 . min(A, 1)
> |Vl Z2iqn + 2Cg)||u||%2(g) > min(1, 2(Cg)||u||§fl(9)-
Le théoreme de Lax-Milgram s’applique et donne 'existence et 1'unicité de la solution de (8)

et donc de (7).
RN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN RN RN RN NRNN

Question 2. Montrer que 'unique solution u de (7) dépend continument des données.
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Corrigé de la question 2 : 1l suffit d’écrire (8) pour v = u. On obtient

a(u,u):/]Vu\de—i—)\/ |u\2dF:/fudQ+/ gudl = lu
Q [2/9] Q o2

En utilisant la coercivité de a et la continuité de ¢, on obtient

min(A
3" (20 + Colllsom)

|ul g1 < 2(min(1,

Exercice 4 Inégalités de Poincaré-Wirtinger et Laplacien avec conditions de
Neumann

Question 1. Montrer qu’ il existe une constante Cy > 0 telle que
vo e H'(]0,1)), [lvllz2qoap < Co {1V lz2qo,ap + [m(v)l}
avec m(v) = /1 v(y) dy la moyenne de v.
IIIIIIIIIIIIOIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Corrigé de la question 1 : Tout d’abord, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on
peut montrer, en utilisant des arguments de densité, que 'application moyenne

m: C°([0,1]) —
- /
est continue de L%(]0,1[) dans R.
En intégrant pour v € C1([0,1]) I'identité
v(z) = /w V'(2)dz + v(y),
y
sur [0, 1] par rapport a la variable y, on obtient

1 rx
vz € [0,1], v(a:):/o / V' (2) dz dy +m(v).
Y

/ "(2)dz
/ [W/(2)] dz + [m(v)].
Par intégration directe des carrés sur |0, 1] : [[v][ 2017y < || fol [V (2)] dz + [m(v)| | 2o ,1p)- En

appliquant a nouveau 'inégalité triangulaire (cf. les calculs apres (1)), on en déduit donc que
pour v € C1([0,1])

D’ou

1
vz € [0, 1], |v(:c)|</

dwwmn<//Wv|w@+mmw

1vllL2qo,1p) < 1 lL2qoap + [m(v)].
Des arguments de densité nous permettent de déduire que (avec Cy = 1)

Yo e H'(10,1), [vllz2qoap < Co {IVllz2qoap + Im(v)]} -
BN E NN NN NN ENENNENNENNENNERNEERERRENNN
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On admettra dans la suite que pour tout Q ouvert borné de RY, on a l'inégalité de
Poincaré-Wirtinger :

30 >0, Yo € HY(Q), [v]lr2@ < c(||wHL2(Q)N + ‘/ﬂv(:v) d:z:D. 9)

Soient © un ouvert borné de RY, dont la frontiere 02 est “réguliere”et des termes sources
f € L*Q) et g e L*(09Q).
On considere le probleme aux limites
Trowver uw € H' () telle que
—Au=f dans ()
{ Vu-n=g sur o) (10)

Question 2. Montrer que pour que (10) admette au moins une solution, il est nécessaire

que f et g vérifient
/fdﬂ —I—/ng:O. (11)
Q r

On suppose dans toute la suite que f et g vérifient (11).

AR RN RN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN
Corrigé de la question 2. Supposons qu'il existe une solution de (10). En multipliant
I’équation volumique de (10) par v = 1, en intégrant sur ) et en utilisant une formule de

Green, on obtient la condition nécessaire d’existence.
NN NN NN NN NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NNNNNNNNNNE

Question 3. Démontrer que s’il existe une solution dans H'(2) du probléme (10) alors
il en existe une infinité.

RE R RN NN NN RN NN NN NN RN AR N NN NN NN NN RN RN RN NN NN RN NN RN NN NN RRRRRE
Corrigé de la question 3 : Soit u une solution du probleme, alors pour tout ¢ € R, la
fonction

x = u(x) + ¢
est aussi solution du probleme.
RE R RN NN NN RN NN NN NN RN AR N NN NN NN NN RN RN RN NN NN RN NN RN NN NN RRRRRE

Question 4. Définissons 'espace

Vm:{ueﬂl(ﬂ)‘/QUZO}.

Montrer que V,, muni de la norme H' est un espace de Hilbert.

NN NN NN NN NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NNNNNNNNNNE
Corrigé de la question 4. C’est un sous espace vectoriel de H' qui est fermé. En effet,
c’est le noyau de 'application moyenne qui est continue pour la norme H'. Muni de la norme

H?', c’est donc bien un espace de Hilbert.
RN RN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN N NN NNNNN N NN NNNN NN NNNEREE
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Question 5. En cherchant une solution de (10) dans V,,, écrire la formulation varia-

tionnelle (FV) dans V,, vérifiée par u. Prouver que (FV) admet une unique solution u,y,
dans V,,.

AR RN RN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN
Corrigé de la question 5. Siu €V}, est solution de (10) alors u est, de maniere évidente,
solution de la formulation variationnelle
Trouver u € Vy, telle que

/Vu-Vde:/fde—i-/ gudl’, v € V. (12)
Q Q o0

Nous allons chercher a vérifier les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram.

On munit l'espace V;,, de la norme H'. D’apres la Question 4, V,,, est bien un espace de Hilbert.
En utilisant les mémes arguments que pour le cas des conditions de Fourier, on montre que la
forme ((v) = [, fodQ+ [, gvdl est linéaire et continue.

En utilisant les mémes arguments que pour le cas des conditions de Dirichlet, on montre
que la forme a(u,v) = fQ Vu - Vo d§) est bilinéaire et continue. Pour la coercivité, il suffit
d'utiliser, ’équivalence de la semi-norme H' et la norme H' dans Iespace Vj,, qui est peut
étre démontrée en utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger (9).

En vertu du théoreme de Lax-Milgram, le probleme (12) est bien posé.

RN N NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NNE NN NN NN NN NN NNEN NN NNNEN NN NNNNNNNNNNEREE

Question 6. Montrer que, sous la condition nécessaire d’existence (11), la formulation
variationnelle écrite dans V,, est équivalente au probleme (10). Attention D(Q2) ¢ V.

NN NN NN NN NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NNNNNNNNNNE
Corrigé de la question 6. On veut montrer que u admet un laplacien faible dans L? ou
en d’autres termes, Vu admet une divergence faible dans L?(£2). Pour cela, on doit prendre

des fonctions test v € D(Q). Cependant, ces fonctions test n’appartiennent pas toujours a V.
_ JqudQ
=T ;o

L’idée est d’utiliser dans la formulation variationnelle v — m(v) € V,,, ot m(v) est la

moyenne de v. On écrit alors pour tout v € D(Q)

/QVU-V(U—m(v)) d0 —/Qf(v—m(v)) d9+/mg(v—m(u)) dr

:/vadQ—i-/(mgvdF—m(v) (/SzfdQ—i—/andI‘)

:/fde—m(v) (/ fdQ—i—/ ng) car vlgo =0
Q Q o0
= / fvdQ car (11) est vérifiée
Q
On en déduit que Vu admet une divergence faible dans L?(£2) qui est — f ou en d’autres termes

u admet un laplacien dans L? qui est —f. On a donc que —Au = f dans L?(Q) et cette égalité
est vraie presque partout. On retrouve maintenant la condition aux limites en écrivant pour
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v € HY(Q) (et en notant que v — m(v) € Vi) :

/anvdF :/Qg(v—m(v)) dF—l—m(v)/diF
:jgg(v—m(v)) dF—m(v)jfdQ car (11) est vérifiée
:fw-vw—m(v)) dﬂ—/:f(v—m(v)) a0

Q
/ fdS2  car u est solution de (FV)

/Vu Vo d§) — /fde

/ —Au— fludQ + Vu -nvdl
Q o0

= / Vu-nvdl.
o0

Ci-dessus, on a utilisé la Formule de Green pour obtenir I’avant-derniere égalité. Ceci étant
vrai pour tout v € H(£2), on en déduit la condition aux limites de Neumann sur 92 comme

habituellement.
RN NN NN NN NN NN NN NN NN NN EN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN RNNENRENE

Exercice 5 ¢ Inégalités de Poincaré dans RV
Soit 2 un ouvert borné et connexe de R, dont la frontiere 9 est “réguliere”.

Question 1. On note I' une partie de 92 de mesure non-nulle.
Montrer qu’il existe une constante Cf telle que

Yo e H(Q), [vll2@) < O {IIVullz@n + rollza }
ol yr est lapplication trace yr : H'(Q) — L*(T).
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Corrigé de la question 1. Raisonnons par 'absurde. On aurait alors le résultat :
VO, Jv e HY(Q), |[vll2@) > C {||VU||L2(Q)N + H’YFUHLZ(F)} :
On peut choisir en particulier C' = n, pour n € N\ {0}. Ainsi, il existe v, € H'(Q) tel que
1

lvnllzz) =1, IVl 2@~ + l[ronll 2@y < o (13)

Par construction, on remarque que la suite (Vv,), tend vers 0 dans L2(Q)".
Par ailleurs, la suite (v,,), est bornée dans H' (), puisque
2 2 2 1
lonllz @) = lonllzai) + IVenllzz@)y <14 —5 <2.

D’apres le théoreme de Rellich, il existe une sous-suite extraite de (vy,)n, toujours notée (vy)n,
qui converge fortement dans L?(€2), vers une limite v € L?(2). On a bien siir [l r2() = 1.

Est ce que v admet un gradient faible dans L?(Q) et que vaut Vv ? Pour répondre &
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cette question, on introduit ¢ € D(Q)". Nous avons :

/ vdivepdQ = lim vy, div ¢ dS2 (v =lim, 100 vy, dans L?())
Q

n—-+o00 Q

=— lim / Vo, - ¢dQ (definition de la derivation faible var v, € H'(Q2))

n—-+oo Q

=0 (limy, s 400 Vo, = 0 dans L2(Q)V).

Ainsi, v admet bien un gradient faible dans L?(Q) et Vo = 0! Comme 0 € L?(Q)"V, v appartient
donc & H'(Q). Et puisque son gradient est nul sur {2 connexe, on a v = cste.
Comme d’une part lim,,_, o, v, = v dans L? (Q) et d’autre part lim,,_, 4~ Vv, = 0 = Vo dans
L2(Q)N, on a en fait
lim v, =v dans H'(Q).
n——+oo
Quel est I'avantage, par rapport a la convergence de (vy,), dans L?(Q)? L’application trace
est continue de H'(Q) dans L*(0)), mais elle n’est pas continue de L*(Q) dans L?*(09).
De la convergence dans H'(£2), on en déduit la convergence des traces (yrvy, ), vers yrv dans
L?(T"). D’apres (13), qrv = 0, or on sait que v = cste, d’ot finalement v = 0 dans Q. Ceci
contredit le fait que [|v[|z2(q) = 1.
EEE NN NN NN NN NN NN E NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN

Question 2. Montrer qu’il existe une constante Cs telle que

o€ HYQ), vz < Co {[Vell @y + Im)]}
_ JquadQ
[, dQ
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Corrigé de la question 2. La procédure est quasi-identique & celle de la Q1. Raisonnons
par 'absurde. On a alors le résultat :

VO, Fve H'(Q), [[v]lr2@) > C(IVvll2@n + [m(v))).

avec m(v) la moyenne de v.

On peut encore une fois choisir C' = n, pour n € N\ {0} : il existe v, € H*(Q) tel que
1
lvnllzz) =1, [IVonll2@n + Im(va)| < .

Par construction, on remarque que la suite (Vv,),, tend vers 0 dans L2(Q)".

Par ailleurs, la suite (v,), est bornée dans H'(Q), puisque pour tout n € N\ {0}, on a
anH%n(Q) < 2. D’apres le théoreme de Rellich, il existe une sous-suite extraite de (vy)n,
toujours notée (vp)n, qui converge fortement dans L%(Q), vers une limite v € L?(2). On a
bien siir [|v||z2(q) = 1.

En utilisant exactement les mémes arguments qu’a la Q1, on montre que Vv = 0!
Comme 0 € L%(Q)", v appartient donc & H'(2). Et puisque son gradient est nul sur Q
connexe, on a v = cste.

Mais dans ce cas

_fQUdQ_ 1 . B
T e T, 40 Q”"dQ_O’

ce qui contredit 'égalité [|v||12(q) = 1.

(
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Question 3. Soit L : H'(Q2) — R linéaire et continue. A quelle condition sur L peut-on
prouver qu’il existe une constante Cj telle que

Yo € HY(Q), vl < Cs {IVoll 2@y + L)}
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Corrigé de la question 3. Sila forme linéaire L est telle que L(1) = 0, alors il n’existe
pas de constante Cj3 telle que

11220 < Cs {IVTll2@w + L)1}
puisque [|[1]|z2(q) > 0, alors que le membre de droite vaut 0!

Supposons maintenant que L(1) # 0 et raisonnons comme a la Q2 par l'absurde : on
commence par, pour tout n € N\ {0}, il existe v, € H(Q) tel que

1
lonllzz@) =1, IVonll 2@ + [L(va)| <
jusqu’a obtenir une limite v dans L?(€2) constante et telle que [[v]|2(0) = 1.

Comme d’une part limy,_, ;o v, = v dans L? (Q) et d’autre part lim,,_, o Vv, = 0 = Vo dans
L2(Q)N, on a en fait
lim v, =v dans H'(Q).

n——+o00

Puisque la forme L est continue sur H'(£2), ceci implique que

L(v) = lim L(v,)=0.

n—-+0o

Par linéarité, L(v) = L(v x 1) = v x L(1) et, comme L(1) # 0 on a nécessairement v = 0, ce
qui contredit finalement |[v||z2q) = 1.
RN RN NN R NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN R NN NNE

Question 4. Donner des exemples de sous-espaces de H'(Q), pour lesquels la semi-
norme H*

|-l s v [Vl 2o
est une norme, équivalente a || - || g1 (q).
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Corrigé de la question 4. Nous pouvons donc donner une classe d’espaces ot la semi-
norme H' est en réalité une norme, soit

VI C 99 de mesure non nulle, Vr = {v € H'(Q) tel que v =0}

et notamment

Hi(Q).
Les espaces

Vi = {v c H'(Q) tel que /de—O}
Q

VO C Q) de mesure non nulle, V,,, 0 = {v e HY(Q) tel que / vdQ) = 0}
@]
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VI' C 0f2 de mesure non nulle, V,,r = {v € H'(Q) tel que /vdF = O}
r

conviennent aussi.
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