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Corrigé de la Séance 2 : Formulations variationnelles

Dans la suite, © est un ouvert borné de R3, dont la frontiere 9 est “réguliere”. On note
n la normale unitaire extérieure a la frontiere.

Exercice 1 Probléme avec condition aux limites de Fourier
On considere le probleme aux limites
Trouwver u € H'(Q) telle que

u—Au=f dans €2 (1)
Vu-n+Au=g sur 0 °

avec A > 0, f € L*(Q) et g € L*(99).

Question 0. On rappelle que 7, est la premiere application trace. Quelle assertion est
juste

(a) Im~yy C L*(09) et Im, est dense dans L*(992)
(b) L*(09) C Im~g et L*(09) est dense dans Im
(c) L*(082) = Im .
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Corrigé de la question 0 : C’est la réponse (a) : 9p est une application linéaire continue
de H!(Q2) dans L?(052), son image est donc incluse dans L?(992). On a vu dans le cours que
son image est méme dense dans L?(99).
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Question 1. Construire la formulation variationnelle (FV1) associée a (1).
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Corrigé de la question 1 : En multipliant la lere équation de (1) par v € H'(Q2) et en
integrant sur {2 on obtient facilement

/ude—/Aude:/fde, Vo € HY(Q)
Q Q Q

Comme u est dans H'(Q) et Au = u — f € L*(Q), on a u € H'(£2, /). On suppose pour
simplifier que u € H?(). On peut donc appliquer la formule de Green au deuxieme terme,
on a

/ude+/Vu~Vde—/ Vu'n‘aﬂv]agdl“:/fvdﬁ, Vo € HY(Q).
Q Q o Q
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I suffit enfin d’utiliser la 2éme équation de (1) pour trouver la formulation variationnelle
associée :

Trouver u € HY() telle que

/ude+/Vu-Vde+/\/ ulaq v]aq dT' (FV1)
Q Q o9

—/fde—i-/ gvloa dl, Vv e HY(Q).
Q [2}9]

Question 2. Prouver l'unicité de la solution de (FV1). Que se passe-t-il si A < 07
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Corrigé de la question 2 : Soient u;, uy deux solutions de (FV1), alors

/(Ul — uz)vdQ +/ V(ur —ug) - VodQ + )\/ (u1]on — u2loq) vjan dl =0, Vv e HY(Q).
Q Q Bly)
On choisit la fonction-test v = u; — ug pour trouver

lr = w2310y + Allurloa — usloall72(a0) = 0-

Puisque A > 0, on en déduit que [ju1 — ua|g1(q) = 0 et donc u1 = us.

Lorsque A < 0, le ler terme est positif, et le 2nd est négatif : on ne peut pas conclure tout de
suite. Cependant, si A < 0 mais || petit, on peut encore conclure. En effet, on a par continuité
de I'application trace

[utlo — u2loall 72 a0y < CF llur — w2l 31 (o)
donc comme A < 0, on obtient
0= flur — ual3 () + AMlutlon = uzloallZ2 a0y = (1 +ACH) lur — uaF q)-

Sil+ )\Cg > 0, c’est a dire A > —1/ C’g, le dernier terme est positif et donc nul! Ceci nous
donne de nouveau 'unicité.

SiA<0et A< —1/C2, on ne peut pas conclure.
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Question 3. Etablir I’équivalence entre les problemes (1) et (FV1).
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Corrigé de la question 3 : D’apres ce que l'on vient de voir, si u est solution de (1),
alors u vérifie (FV1). Examinons la réciproque en supposant que u est solution de (FV1).
Attention, on ne peut pas utiliser la formule de Green car on ne sait pour l'instant que le fait
que u € H'(Q) et on n’a pour I'instant aucune information sur son laplacien. Il faut donc
d’une part montrer que si u vérifie la formulation variationnelle alors son laplacien est dans
L?(Q2) et PEDP volumique est bien vérifiée. Montrer que v a un laplacien faible dans L?(9)
c’est équivalent & montrer que Vu a une divergence faible dans L?(€2). Pour cela, d’apres la
définition du cours, il suffit de montrer qu’il existe une fonction L € L?(Q) telle que

Yo € 2(Q), /Vu'Vde:—/Lde,
Q Q
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dans ce cas L = div Vu = Au. Dans (FV1), si on choisit v € 2(2)(C H*(R)), on a alors :

/(uv+Vu-Vv) dQ:/fde,
Q Q

soit

/QVU-VUCZQ:/Q(f—u)de.

ot f—wu € L?(). La fonction u a bien un laplacien dans L?(Q) et —Au = f — u dans L?(Q)
et donc presque partout dans §2. En particulier, on a :

/(u—Au)UdQ—/fde, Yo e HY(Q). (2)
Q Q

Maintenant, on revient & (FV1) en sachant que u est dans HY(Q,A) (u € HY(Q) et Au =
u— f € L?(2)). On suppose u € H?(2) et cette fois on peut appliquer la formule de Green :

/(u—Au)UdQ—i—/ Vu-n‘aﬂvbgdf—i—)\/ u|pa v]an dT'
Q o0 Ee)
:/fde+/ gvlpa dl, VUGHI(Q),
Q o0

et, d’apres (2), on aboutit a
/ (Vu . n’ag + Aulpa — g) v]po dl =0, Vv € HY(Q).
o0

Quand v parcourt H'(2), v|sq parcourt Im~yg. Donc cette derniere égalité se réécrit
((Vu-n|,, + Mo — ), ©)1200) =0, Ve € Imyg.

En d’autres termes, ¢ := (Vu - n‘ag + \ulpq — g) € L?(99) est orthogonal & Imryg qui est
un sous ensemble dense de L2(9€2) donc 1 est nulle. En effet, soit ¢ € L?(99), il existe une
suite (¢p,) d’éléments de Im~yg telle que || — @n||r2(90) tend vers 0. En utilisant une inégalité
triangulaire et une inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient
|, )2 00)| < (s ¢ = @n) 1200 | + (¥, o) 2 00)| < [¥l2200) 9 = enllizeo) 7 0

ot on a utilisé que [(¢, ¥n)r2(90)| = 0 car ¢, est dans Imyp. ¥ = (Vu - n‘aﬂ + Aujon — g) €
L%*(9Q) est donc orthogonal & tout L?*(9Q) donc elle est nulle. On a donc prouvé que
Vu - n‘ a0 T Aulon = g dans L?(09Q) et donc presque partout sur 952,

¢ Remarque (qui sort du cadre du cours) : Si on ne suppose pas que u

est dans H?(2), on peut encore appliquer une formule de Green généralisée puisque
u€ {we HYQ) | Aw € L*(2)} et on trouve

/Q (u— Au)vdQ + H71/2(89)<Vu : n|8Q7U‘8Q>H1/2(89) + A H71/2(3Q)<u|ag,U‘@Q>H1/2(8Q)

= /vad9+ H*1/2(89)<g7U|8Q>H1/2(89)’ Yo € H' (%),
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ot HY/2(0Q) = Im(y) et H-Y2(0Q) = (H1/2(6Q)), est 'ensemble des formes linéaires
continues sur H'/2(9Q). D’apres (2), on aboutit &

117200V 1 g + Mtlog = 9,0100) 1729y = 0, Yo € H'(Q).

Comme (Vu- n‘ a0 T Ao — g) est par définition une forme linéaire et continue sur H 12(00),
I’égalité ci-dessus valable pour tout élément de HY/?(9Q) prouve que Vu - n’ o T Aulon = ¢

dans H~Y/ 2(09). Pour conclure, comme g et u|gq appartiennent & L?(9€), on en déduit que
Vu - n’aQ + Au|pa = g presque partout sur O€2.
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Exercice 2 Diffusion de la chaleur
On considere le probleme aux limites
Trouwver u € H'(Q) telle que

—div(kVu) = f dans (2 (3)
u=20 sur 0€)

avec f € L*(Q), k € L>(Q) et k(x) > kmpin > 0 presque pour tout = dans 2.

Question 0. Donner les espaces auxquels doivent appartenir W et v pour pouvoir écrire
la formule de Green suivante

/ (diva+W : w) dQ = [ W nlsav|oqdl
Q o0

(a) W e (L*()® et v e HY(Q)

(b) W e (L*(Q))*, divW € L*(Q) et v € H'(Q)
(c) W e (H'(Q)? et v e HY(Q)

En déduire les espaces auxquels doivent appartenir u et v pour pouvoir écrire la formule
de Green suivante

/ (div(kVu)v + kVu - Vo) dQd = / EVu - nlgq v|sq dl’
Q

o0

Corrigé de la question 0 : (a) Si W est seulement dans (L2(2))?, on ne sait donc
pas que diviV e L?(Q), on ne peut donc pas espérer pouvoir donner un sens & l'intégrale
volumique.

(b) Si W € (L2(Q))? et divIWW € L) et v € H(Q), on peut donner un sens & I'intégrale
volumique. Mais si W ¢ (H(€2))? on n’a pas W - n|sq dans L2(9Q).

(c) Si W e (HY(Q))® et v € H'(Q) alors les intégrales volumiques ont bien un sens et
également les intégrales surfaciques. En effet, on a Wi’ag € L*(09) et donc W - n|po aussi.
On a aussi v|pg € L?(09).
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Pour écrire

/ (div(kVu)v 4+ Vu - V) dQ = / EVu - nlgq v]aq dT
Q o0

il suffit donc de prendre v dans H'(Q2) et u dans L?(2) tel que kVu € (H'(Q))". Dans ce
cas, la premiere intégrale volumique a bien un sens. L’intégrale surfacique aussi puisque kVu
a bien une trace sur le bord et en particulier kVu - n|gq est bien dans L?(91).)
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Question 1. Construire la formulation variationnelle (FV3) associée a (3) (on supposera
pour simplifier que u est dans H'(Q) et est telle que kVu € (H'(Q2))?).
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Corrigé de la question 1 : Soit u € H*(Q) solution de (3).
En multipliant la lére équation de (3) par v € H'() et en integrant sur { on obtient

—/div(k:Vu)de:/fde, Vv e HY(Q)
Q Q

On aimerait utiliser la formule de Green de la Q0. On a d’apres la premiere équation de
(3) que div(kVu) = —f € L?(Q). On suppose de plus pour simplifier que u est telle que
kVu € (HY(Q))". On peut appliquer la formule de Green, on obtient

/kVu-Vde—/ kvu-n}mv\mdr:/fudﬂ, Vv e H'(Q)
Q o0 Q

Comme nous n’avons aucune information sur la trace normale de u sur le bord, on va faire
disparaitre I'intégrale surfacique en prenant v|gg = 0 sur 99, c’est a dire v € H} ().

Enfin, comme nous n’avons pas utilisé la condition aux bords de u dans la formulation varia-
tionnelle, on va intégrer cette condition dans I’espace dans lequel nous recherchons la solution,
c’est & dire H} ().

On en déduit la formulation variationnelle associée a (3) :

Trouver u € H} () telle que

(FV3)
/kVu-Vde:/fde, Yo € HY ().
Q Q

Question 2. Prouver 'unicité de la solution de (FV3).
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Corrigé de la question 2 : Soient u;, ug deux solutions de (FV3), alors

/ EV (up —ug) - VodQ =0, Yuve Hi(Q).
Q
On choisit la fonction-test v = u; — ug pour trouver
/ |V (u1 — ug)[*dQ = 0.
Q
Par définition de k£ on sait que

I / IV (1 — )2 dQ2 < / FIV (11 — ug)[2 A2
Q 9]
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avec kpin > 0, et on conclut que V(u; — ug) = 0 dans €. Ainsi, u; — uz est une fonction
constante sur chaque composante connexe de l'ouvert 2. Comme de plus on sait que (u; —
uz)f a0 = 0, toutes les constantes sont nulles et donc u; = us.
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Question 3. Etablir I'équivalence entre les problemes (3) et (FV3).
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Corrigé de la question 3 : D’apres ce qui précede, si u est solution de (3), alors u
vérifie (FV3). La réciproque est tres simple a établir. En effet, comme u une solution de
(FV3) appartient & H}(f2), on a u|gq = 0. Puis, on choisit dans (FV3) une fonction-test v de
D(Q) C HE(Q). On a

Vv € D(Q), / EVu - Vo dQ = / fodQ,
Q Q

ott f € L?(Q2). On a ainsi par définition que kVu a une divergence faible dans L?(Q) et
—div(kVu) = f dans L?(Q), et donc presque partout dans €.
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Exercice 3 Coefficients discontinus

Soit d un entier naturel non nul, Q un ouvert borné de R? & frontiere suffisamment
réguliere. On le partitionne en Q = Q; U Q,, o1 4 et €y sont deux ouverts disjoints
a frontieres suffisamment régulieres. On note ¥ = 9y N 02, et on suppose, pour des

(o3

F1GURE 1 — Un exemple de domaine ().

raisons techniques dépassant le cadre de ce cours, que X NI = (). On note 7 le vecteur
unitaire sortant a {s.

Soient k1, k9 deux constantes strictement positives et définissons x : {2 — R par

() k1 si x €y,
R\ ) =
K9 si x € QQ.

Soit enfin g € L*(X). On résout le probleme variationnel (P)
Trouver u € H}(Q) telle que

/nVu-Vde:/gv|gdZ, Vv € H ().
Q >

Interpréter le probleme (P) en termes d’équations aux dérivées partielles dans €y et o,
de conditions aux limites et de condition sur 'interface X.
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Corrigé de la question :

(i) Tout d’abord, comme u € H} (), on sait que u € HY(Q) et u = 0 sur 9.

(ii) On ne peut pas raisonner au sens des dérivées faibles dans 2 car au second membre,
I'intégrale est une intégrale surfacique.
On va raisonner sous-domaine par sous-domaine pour ”éliminer” cette intégrale surfa-
cique dans un premier temps. Soit ¢; € D(£2;), pour i = 1,2, que 1'on prolonge par 0
4 Q : son prolongement, noté ¢, appartient a D(2). Comme D(Q) C H(2), on peut
l'utiliser comme fonction-test dans (P), et on a £(¢) =0 :

Q Q;

k3

NB. Pour justifier I’égalité (Vu)|q, = V(ulq,), voir TD1-Ex2-Q4.
Ainsi, Vu|g, a bien une divergence faible dans L*(;) qui est nulle. Ainsi Au = 0 dans
L?(€2;) pour i = 1,2 et donc presque partout dans 2.

(iii) Dans la suite, nous notons u; := U}Qz pour i = 1,2. Pour finir, prenons v € H}(Q2) et

intégrons par parties sur €1 et Q, en supposant que chaque u; est dans H?(£2;) pour
pouvoir appliquer la formule de Green.
Ici, v; = ’U|Q_ pouri=1,2:

/gvdZ = /mVu-Vde
) Q

= K1 Vuy - Vo dQq + ko YVuy - Vug d€a
Ql QQ

= Ki Vul -1 U1 dl’ — / Aul (% dQl>
</891 ‘Bﬂl ’891 O

+K2 (/ VUQ - 1No (%) dl’ — / AUQ (%) ng)
90 |8Qg ‘892 O,

= K1 / Vuq 'nl‘agl ’Ul‘an dl’ + ko / VUQ‘H2‘692 1)2‘892 dl’.
8Q1 BQQ

Par définition v s’annule sur la frontiere 0€). Ainsi, le support de v| 9, €st inclus dans
Iinterface X, pour ¢ = 1,2. On peut donc remplacer dans ce cas les intégrales sur 0€);
par des intégrales sur . Notons enfin que n; = —ny sur 3. Il reste donc

/gv\zdg:/(,ﬂwl.nl}z_@v@@.nl\z)v\zdz, Vo € HL(Q).
b >

Comme YN0 = (), 'ensemble des traces sur I'interface 3 d’éléments de H} (2) coincide
avec l'ensemble de traces sur ¥ d’éléments de H'(fs) qui est dense dans L%(¥). En
utilisant le méme raisonnement que celui de la question 3 de ’exercice 1, on obtient
que (k1 Vup -m ‘E — ko Vuy - nl‘z) — g est orthogonal a toutes les fonctions de LQ(E)
donc cette fonction est nulle. En d’autres termes,

(k1Vuy — kaVus) -1y = g dans L*(X).
On en déduit finalement que

(k1Vuy — KoVug) - my = g presque partout sur .
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¢ Remarque (qui sort du cadre du cours) : Ici, v; := v o bourt=12:

/gv\gdZ} = /FLVU'VUCZQ
3 Q

= K1 Vuy - Vo dQq + ko Vug - Vg d€g
Ql QZ

= K1 (H—1/2(891)<vu1 . nl}aﬂl’vl‘8§21>H1/2(8Q1) —/Q Aul U1 dQl)
1

T2 <H1/2(892)<v“2 ' n2’8927U2}892>H1/2(892) - /Q Auz vy dQ?)
2
=k H*1/2(891)<vu1 s 1, v1>H1/2(8Q1) + K9 H71/2(892)<VU2 * N9, U2>H1/2(8§22)'

Par définition v s’annule sur la frontiere 0€2. Ainsi, le support de v|gq, est inclus dans
Iinterface X, pour ¢ = 1,2. On peut donc remplacer dans ce cas les crochets de dualité
(entre espaces fonctionnels définis) sur 0f); par des crochets de dualités (entre espaces
fonctionnels définis) sur ¥. Et de méme pour le membre de gauche. Notons enfin que
n; = —ny sur x. Il reste donc

H71/2(E)<g,v|g>H1/2(Z) = H*1/2(E)<("{1 Vul»nl E—Hg VUQ-nl‘E),U|2>H1/2(E), Vv € Hé(Q)

Par surjectivité de 1’ensemble des traces sur l'interface ¥ d’éléments de H'(f2) dans
H'2(%), on trouve

k1Vu1 -ny — keVus - n; = g dans Hil/z(E).
Comme g € L*(2), on en déduit finalement que

k1Vuy -n; — kaoVug - np = g presque partout sur 2.
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