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Corrigé de la Séance 1 : Outils et manipulations élémentaires

Exercice 1 Formules de Green

Soit € un ouvert borné de R3, dont la frontiere 90 est “réguliere”. On note n la nor-
male unitaire extérieure a la frontiere.

Question 0. Parmi ces formules, quelle est celle qui est correcte
ow
o 0z;

ow

o O

(a) dQ:/ wdl (1<i<3), YweClC®Q);
oN

(b) dQ:/ wnsdl (1<i<3), Ye®(@):
o2

(c) / Ou dQ:—/ wn; dl (1 <i<3), YweC®(Q).
o Ox; a0

Question 1. Etablir a partir de la formule correcte de la question 0 les formules de
Green suivantes

Jdv  Ou —
= . <4< o0 .
/Q(uﬁmi +8xiv)dQ /muvnzdF (1<i<3), Yu,vel>®); (1)
/(u divv—l—Vu-v)dQ:/ uv-ndl, YueC®Q),Vv e C®(Q)>. (2)
0 o)
/(u Aw+Vu-Vw)dQ2= [ uVw-ndl, YuécCl>Q),VweClC® Q). (3)
Q o0

ou on rappelle que

Uy o 3. O 3
Vo= | vy | €C®(Q)° dive :Z Yi v-n:Z’um@-;
i=1 i=1

81’7;7
U3

et _ _
ou

ox

o 3 9%

O3

<)

Vu € C*(Q2), Vu

Corrigé de la question 1 : C’est la formule (b) de la Question 0. qui est correcte.

Pour obtenir la relation (1), il suffit de choisir w = uv avec u,v € C®(Q).
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Pour obtenir la relation (2), il suffit de choisir pour tout i entre 1 et 3, w = ww; avec
u € C*®(Q) et v; les composantes de v € C>°(2)3. Cela donne

Jdv;  Ou . .
- < < <1 <
Jg+ g = [ w0 <29, vi<isa,

puis en sommant sur ¢

3

Z/( g;z : i) dQ = Z/ uv;n; dl,

i=1 Ti

? 61)2-
/g)(uza$i+i i) dSQ) = /89 valdF

i=1 i=1
On en déduit par définition des opérateurs différentiels la relation (2).
Enfin pour obtenir la relation (3),il suffit de choisir dans la relation (2) v := Vw et d’utiliser

que div Vw = Aw.
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o Question 2. Soient u et v deux éléments de C*°(Q)?. Etablir également la formule
de Stokes

/(u'rotv—rotu%))dQ:/ (uxn) -vdl.
Q o0

RN AR RN R R R RN RN R R R R R RN RN R R RN RRRRRRRRRRRRIRRERRET)I
Corrigé de la question 2 : Soient u, v € C*°(Q)3. montrons que

/(u-rotv—rotu-v)dQ:/ (uxmn)- -vdl.
Q o0

Rappels :
[ 8’03 81)2 T
v (?)362 (3333 UV3 — U3V2
_ v v
Vo= | v 6C°°(Q)3, rotv= | — 273 , UXV= | uzvi — v3uU|
81‘3 8:1;1
U3 dvy  O0vp ULV — VU2
L 0z1  Ozo
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3

/Qu-rotde = (Zuz (rotw) )
© () (2 ) (2 )
0 0 0 Ous 0 0
ey (et gae) (= et gam) + (= Gt o).
+/89 <u1(z}3n2 — vong) + ug(ving — vsny) + us(vony — vlng)) dr’
0 0 0 0 0 0
= JoG ) (o ) (o - o)

—I—/ (’Ul (u2n3 — U3n2) -+ Ug(ugnl — ulng) + U3(U1TL2 — ugnl)) dr’
o0

S~

= /Q(rotu-v)dQJr/aQ(uxn)-vdF

Exercice 2 Exemples d’éléments de H!

Question 0. Soit 2 un ouvert borné de R? (d = 1,2,3,...), dont la frontiere 9 est
“réguliere”. On rappelle la définition des espaces L*(Q) et H'(£2)

L*(Q) = {f mesurable sur € t.q. /Q |f> < +o0}

et
9f

={f€eL*) tq o

€ L*(), Vie {1,...,d}},

est la dérivée au sens faible de f dans la direction e;.

ou
8:@

Quelle assertion est juste

(a) C°(Q) CL*) et CYQ)c H(Q)
(b) C°(Q) c L*(Q) et C°(Q) c HY(Q)
(c) C'(Q) CL*(Q) et C'Q)c HY(Q).

Question 1. Les fonctions définies respectivement par :

o(z) = { ! u ]‘1)’

2—x sur]7 | ’ w(x):{a ur 10,71 , 2(z) =2, pe R\ {0},

1
2[ b surll,2]

appartiennent-elles & H'(]0,2[) ?

RN RN NN R NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN R NN NNE
Corrigé de la question 1 : 1l est facile de voir que les fonctions v et w sont bien dans
L2(]0,2]) (car elles sont bornées). Nous allons vérifier qu’elles admettent des dérivées faibles
dans L?(]0,2[). D’apres le cours, une fonction f € L%(]0,2[) admet une dérivée faible dans L?



ANNI. Méthode des éléments finis (2026) 4

si et seulement si il existe f € L2(]0,2[) telle que

v € D(]0,2)), f=Ede=— [ fods

Dans ce cas, f € L*(]0,2[) est la dérivée faible de f. On a également montré dans le cours
qu'une fonction f € L?(]0, 2[) admet une dérivée faible si et seulement si il existe une constante
C > 0 telle que

Ve € D(]0,2]), fi dz| < Cloll 2oy (4)

10,2

Pour la fonction v, nous avons pour toute fonction ¢ € D(]0, 2|) :

/ va—(pdx :/ D¢ d +/ agpdaz
}072[ a$ ] [ (9$ ]1’2[ 61’

890 / dp /
= dr + 2—x)—dxr = D+ | —o(l)+ dx
/]0 1[ 8$ }172[( ) ax (].P.P.) SO( ) |: SD( ) ]1 2[ v ]

:/2 X]12[

10,2]
avec X, o la fonction indicatrice de 11, 2[ qui appartient bien & L?(]0,2[). La fonction v admet

donc une dérivée faible dans L? et
_X]1,2['

Pour la fonction w, nous avons pour toute fonction ¢ € D(]0, 2|) :
¢ o
de = 2d dx
A)Q[ oz 10,1] we T+ [ o wat do

8 890

Si b = a alors de maniere évidente w € H(]0,2]).

Si b # a, nous allons montrer que w ¢ H'(]0,2[). Pour cela, il suffit de trouver une
suite de fonctions (), € D(]0,2))N telle que

e =1 et lpnlz —> 0.

Ceci contredira (4) et prouvera donc que w n’a pas de dérivée faible dans L?. Soit ¢ € D(R)
telle que ¢ € D(]0,2[) et p(1) = 1. Il suffit de choisir p,(z) = p(n(z — 1) +1) (voir la
remarque ).

Considérons maintenant la fonction z. Tout d’abord, elle est de carré intégrable si et
seulement si z?P est intégrable c’est-a-dire si et seulement si p > —1/2. De plus, elle est
C*(]0,2] donc elle a une dérivée au sens classique qui coincide par définition avec la dérivée
faible. Sa dérivée ‘92 = paP~! est de carré intégrable si et seulement si p > 1/2. On en déduit

ze H'(10,2)) < p>1/2

a. Remarque : pour les personnes familiéres de la dérivée au sens des distributions, nous venons de
montrer que la dérivée au sens des distributions de w est (b — a)dy ot 01 est la distribution de Dirac
en 1. On vient également de montrer que le dirac n'est pas dans L? (il est méme possible de montrer
qu’il n'est pas mesurable au sens de Lebesgue).
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Question 2. Soit w = B(0,1/2) la boule ouverte de R?. Montrer que la fonction définie
par

u(a,y) = [log(z* +y*)[* pour (z,y) # (0,0)
appartient & H'(w) si k < 1/2, alors qu’elle n’appartient pas & C°(w), deés que k > 0.

EE NN NN NN NN NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN
Corrigé de la question 2 : On montre que (en introduisant les coordonnées polaires
c’est a dire en posant x = rcos(f) et y = rsin(f))

o f1/2
/ log(z? + v?)|?* da dy = 2°F / / (log(r))?* rdr df.
B(0,1/2) o Jo

Pour tout &, r — (log(r))?* r tend vers 0 quand r tend vers 0 donc u est dans L?(w) pour tout
k. Pour savoir si u est dans H', on calcule son gradient (au sens classique puisqu’elle est dans
Cl(w)) et on déduit que u est dans H' si et seulement si

ou\? ou\?
/ — | +t| = dx dy < 400
B(0,1/2) Ox y

2r r1/2 (1 2k—2
22'%2/ / % rdr df < +o0.
o Jo

72

c’est a dire

La primitive de 7~ log(r)%~2 est (2k — 1)~ log(r)?*~! donc I'intégrale précédente est finie si
et seulement si 2k — 1 < 0. Pour k € (0,1/2), on a donc u qui est H' sans étre continue.
RN RN NN R NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN R NN NNE

Question 3. Soit Q un ouvert borné de RY : on le partitionne en Q = Q; U Qy, ol 4
et Qs sont deux ouverts disjoints. On note [ = 00, N 0N, interface entre Q et €.
On consideére v € L*(Q) telle que v; = v, € C*(Q;), pour i = 1,2.

Montrer que v € H'(Q) si et seulement si Ul}rl,Q = ”2|r1,2'

NN NN NN NN NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NNNNNNNNNNE
Corrigé de la question 3 : Soit Q un ouvert borné de RY : on le partitionne en
Q= Q1 UQy, ou Q1 et Q9 sont deux ouverts disjoints. On considere v € L2(Q) telle que
Vo, € C'(€;), pour i = 1,2. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que
ve HY(Q).

On sait pour commencer que v € L2(Q). On va donc étudier sous quelle condition v
admet un gradient faible dans L?(12), c’est & dire une dérivée faible dans toutes les directions.

On rappelle que d’apres le cours, une fonction f € L?(Q2) admet une dérivée faible
dans L? dans la direction e; si et seulement si il existe f; € L?(Q) telle que

Yo € D(Q), /f(??d@:—/ﬁcpda.
o 0%; Q

Dans ce cas, fj € L?(Q) est la dérivée faible de f dans la direction e;. On a également montré
dans le cours qu'une fonction f € L?(Q2) admet une dérivée faible dans la direction e; si et
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seulement si il existe une constante C' > 0 telle que
dp
Ve € D(Q), fT dQ| < Cllellr2()- (5)
Q 0%y
On pose v; = v|q, et on considére une fonction ¢ € D(£2) et un entier j telle que 1 < j < N.

Ona (9 Op Op
oy op oy
8$] / aazj dh +/ v 0 a2y

En intégrant par parties et en isolant les intégrales sur le bord, on obtient

/ O, gonl / %QD dQs + / vipng -e;dl'y + / VoMo - ejdly
axa o 07, Q, 0x; o 9

ou np (respectivement ms) est la normale extérieure a 9 (respectivement 0€2z). Comme ¢
est a support compact elle s’annule sur la frontiere et donc en notant I'y _s = 021 N9, on a

/ v ny - ej dFl + / Vapng - Ej dPQ = / (1)1 — 1)2)@ mny - ej drl_g
891 892 Fl 2

car np = —ns9 en tout point de I'y_5 et ¢ est continue a la traversée de I'y_5. On a donc ®
8’1)1 (91]2
—pdy — (,DdQQ—l—/ v — V) ny-e;idl_o
/ (9:6] 1951 856] Qo Ox ) ( ) ! ’

ceci étant vraie pour tout ¢ € D(Q2) et pour tout j. Si v est continue a la traversée de I';_g,
c’est a dire 01|F172 = alors v admet une derivée faible dans la direction e; pour tout
j et on a pour tout j

UZ‘F172

ov ovy 0vy

I — — 4 —,
soit
Vv = xq, VUi + xa, Vg,

ol xq, est la fonction caractéristique de ;. On rappelle que comme v; € C'(£;) alors
. 100,
v; € H ().

Si v n’est pas continue a la traversée de I'1_5, on montre que v n’admet pas de dérivée faible
dans toutes les directions en utilisant des idées similaires a celles de la question 1 (pour la
fonction w). Plus précisement, on peut introduire une suite de fonctions (¢,), € D(Q)N telle
que

aC > 0, Vn, wSOn

| )

>C>0 et leallz@) 72 0

ou on a posé P = (v1 — vg) n - e; qu'on suppose non nul. Pour simplifier, on suppose que
I'i_2 C {1 = 0} (on redresse I'1_2), que I'y_5 contient l'origine (& une translation pres) et
1 =1 sur I'1_9. Soit ¢ € D(Q) a support dans (r) = {x,|x-e;| <r, 1 <i< N}our
est choisi assez petit pour que [J(r) soit inclus dans Q. On choisit ¢ telle que 0 < ¢ < 1,
@ =1 sur O(r/2). On pose v (x) = p(nz1,22,...,2N). Alors ¢, est a support compact dans
O(r/n,r) = {x,|x-ei] <r/n, |x-ej] <rpour 2 <j <N} O< @, <1, ¢, =1 dans
O(r/(2n),r/2) . On a

/ ondlys > (r/2)V1 >0
I'i—9
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mais aussi

lonl7a@) < [/ ds2
O(r/n,r)

a. Remarque : pour les personnes familieres des distributions, nous venons de redémontrer la formule
des sauts :

n n—-+o00

V'U = Xle’ljl —+ XQQV'U2 - 61"1_2 ('Ul |F172 - v2|1—‘172)n1

ol xq, est la fonction caractéristique de £2; et § est la distribution Dirac.
EERNEENENNNEEEN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NNNNNNNRRRNNNE

Question 4. Montrer que le résultat précédent s’étend aux fonctions v € L*(Q) telle
que v, € H 1(Q;), pour i = 1,2. On utilisera le théoréme de trace du cours : la trace
d’une fonction de H*(2) sur I, une partie de mesure non nulle du bord, est dans L?(T).

AR RN N RN NN RN RN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN N RN
Corrigé de la question 4 : La démonstration de la question précédente s’étend natu-
rellement aux fonctions v € L%(Q) telle que v, € H(€), pour i = 1,2. En effet, pour toute
fonction ¢ € D(2) et pour tout j on trouve

9y vy / dvy /
or; 9p, PN — o pds — - ce;dl_
Qva$j /Ql al'j(p ! Qs 895]-90 2 Iy (vl‘Fl,z ’U2}F172)90 ni-e€; 1-2,

ceci étant vraie pour tout ¢ € D(£2) et pour tout j. ot ny est la normale extérieure a 9 et
ou v1|F1_2 et vg}rl_z sont dans L?(I';_5). On conclut en utilisant les mémes arguments que

précédemment que v est dans H' () si et seulement si 1)1|F1 , =2 et dans ce cas, on a

I'_2

Vv = xq, Vv + xq, Vua.
AEEEN NN NN EENE NN NN EEEEEENNEEEEEENENEENENEENRERNEERRDNN

Exercice 3 ¢ Prolongement par continuité
Soient H un espace vectoriel normé réel et V' un sous-espace vectoriel de H, tels que V
soit dense dans H. Soit ¢ une application linéaire de V' dans R, pour laquelle il existe une
constante Cy > 0 telle que, pour tout v € V, on ait [¢(v)| < C||v]|g. Montrer que 'on
peut prolonger par continuité de facon unique ¢ en une application ¢ linéaire et continue
de H dans R en posant

Vhe H, ((h)= lim £(v,)

ou (vg)x est une suite d’éléments de V telle que limy_,o ||vg — h||g = 0.

AR RN N RN NN RN RN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN N RN
Corrigé de la question : On raisonne en plusieurs étapes (simples) :
— Rappel : définition du prolongement par continuité /.
Soit h € H. Par densité, il existe une suite d’éléments de V', notée (vy)g, telle que
limy o0 ||vg — |z = 0. Soit (z)x la suite de réels définie par z; = £(vy) pour tout k.
Etudions (zx)g :
£ lin.
|2k = 2m| = [€(vi) = L(vm)| ~ =" [€(vg — vm)| < Collvi — vml|H-
Comme (v) converge (vers h) dans H, c’est en particulier une suite de Cauchy, c’est-
a-dire que limy, 00 [|Ug — U || = 0. Ainsi, (2x)x est une suite de Cauchy dans R. Or,
R est complet : (zx)x est donc convergente. A partir de 14, on définit le prolongement
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par continuité de ¢ en h comme étant égal a la limite de (z)g :
i(h) = lim £(vy,).

Bien sur, on peut effectuer le méme raisonnement pour tout élément h de H, ce qui
permet de construire ¢/ : H — R.

Unicité du prolongement l.

Reprenons le processus précédent de construction... Pour h € H, soient deux suites
d’éléments de V, (vg)i et (v})r, convergeant vers h. Vérifions maintenant que la
définition de g(h) est indépendante de la suite choisie, ce qui prouvera 'unicité :

. . . ¢ lin. .
[ i C(v) — lim ()| = [Hm{e(or) — €(f)} " =" [lim (o — o).

Or, [l(vy — vp)| < Collvg — vi|lm, et limy |lop — v} ||lg = 0 par inégalité triangulaire
([lvk = vyl < |lvx = Rlla + |Ih — v llm). On en conclut que limy, £(vy,) = limyg £(vy,).
Linéarité du prolongement /.

On obtient la linéarité en passant & la limite. Soient k', h? € H, o, a® € R : par densité,
il existe (v} )y, et (v3)) deux suites d’éléments de V', qui convergent respectivement vers
h' et h? dans H, et

l(a*ht + oh?) = lilgnﬁ(alv,i + o?v?)

F tim{alboh) + 2(0)} = @MY + %R,

Continuité du prolongement ¢ de H dans R.
On veut prouver : 3C > 0, Yh € H, |{(h)| < C||h||g. Pour cela, h € H étant donné,
soit (vg )k une suite d’éléments de V' qui converge vers h dans H. On écrit

h)| = [im £(03)| = lim (v
or, pour tout k, |[{(vi)| < Collvk||z. Comme limy, ||vk ||z = ||h|| &, on en conclut que
()] < Cellll.

NB. Le module de continuité est identique pour ¢ et pour son prolongement ‘.
NB(bis). On a le méme résultat pour des espaces de Banach définis sur C...

Exercice 4 Théoréme de trace

Question 1. Soit

Montrer que

T C®([0,1]) — R
v — v(0).
Vo € C=([0,1]), [v(0)] < Clollargoap- (6)

En utilisant I'exercice précédent, qu’en déduisez vous ?

Indication : on pourra écrire que pour tout v dans C*([0,1]), v(0) = v(x) — / V'(t) dt.
0
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Corrigé de la question 1 : Ici, on choisit respectivement :

1 1 1/2
H = H'(]0,1[), muni de la norme vl 1oy = {/ v? da +/ (v)? dx} ,
0 0

V= Coo([()? 1]) )

en effet, C*°([0,1]) est dense dans H'(]0, 1[) d’apres les résultats du cours.
Soit maintenant v € C°°([0,1]) : on écrit comme indiqué

On sait que si deux fonctions sont égales, leur norme L? sont égales. En utilisant une inégalité
triangulaire, on obtient
x
‘ / V' (t) dt
0

oil le premier terme correspondant & la norme L? de la fonction constante égale & v(0). Il est
facile de calculer

[0(0)[ 2 < [l L2 +

)

L2

[0(0)][ 2 = [v(0)].

On majore ensuite le dernier terme, a l'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

/Om V' (t) dt‘ < /Ox |v(t)| dt < (/Ox 1dt> v (/Ox \v’(t)|2dt>1/2
JE </Ox |v’(t)|2dt>1/2 <1x (/01 ]v’(t)|2dt>1/2.

€T
H [ v dtH < ]2
0 L2

On en conclut que, pour tout élément v de C*°([0, 1]), on a la majoration

IN

On en déduit

1/2

vl < ([ 1 (o) o) " (/ WP @) = Vel gosy

otl pour la derniere inégalité, on a utilisé (a + b)? < 2a? + 2b? soit (a + b) < V2va? + b2,
valable pour tous a,b € RT.

Conclusion : d’apres I'exercice précédent, on peut prolonger l'application trace v, : v+ v(0)
de fagon unique en une application linéaire et continue de H'(]0,1[) dans R.
NN NN NN NN NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NNNNNNNNNNE

Question 2. Montrer que I'inégalité (6) ot on a remplacé la norme H' par la norme L?
ne peut pas étre vérifiée.
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Corrigé de la question 2 : Soit (vy,)m>1 la suite d’éléments de L?(]0,1[) définie par
v () = e”™*. Par un calcul direct :

Lo b 1 oma| 1 2
d — — mxd — —Zmx — 1_ —zMm .
/0 Vm G2 /0 ¢ . [—Qme ]0 2m( )

Ainsi limy, o0 [[vm || £2(0,1)) = 0, alors que v, (0) = 1 pour tout m > 1. On ne peut donc pas
trouver de constante C' > 0 telle que, pour tout m > 1, on ait [vy,,(0)] < C'|[viml|£2(10,17)-
EE NN NN NN NN NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN

Question 3. Soit 2 =0, 1[x]0, 1[ et I" = {0} x]0, 1| une partie du bord 9f2. En repartant
du résultat de la Question 1, montrer que

Vo e C*(Q),  |[vlrllzmy < O vl (7)

Qu’en déduisez vous sur 'application trace sur I'? Faire de méme en remplacant I" par
o0f).

EEREENEENNENEEENEEEENNNENEEENEEN NN NN NN ERD
Corrigé de la question 3 : D’apres la question 1, on a

Yo e C@), [u(0,y)? <2 (/01 (@, )2 do + /01 \6xv(x,y)|2dx>

et en intégrant par rapport a y, on trouve

1
o € C(Q), /|U\F|2dr ;:/ (0, )% dy < 2 </ |v|2dQ+/ \8xv|2d§2> < 2ol
Iy 0 Q Q

D’apres l'exercice précédent, on peut prolonger l'application trace yp : v +— v|p de fagon
unique en une application linéaire et continue de H'(€2) dans L*(T).

En utilisant la méme approche que précédemment et en notant I';, ¢ = 1,2,3,4 les
cOtés du carré €2, on montre que

Vo € C(Q),  lvlr Iz, < 200l g

soit
4
e} 2 2 2
Vo eC®(Q), Ilvloalizon = D IvIn 72w, dl < 8wl q)
i=1
D’apres l'exercice précédent, on peut prolonger I'application trace v : v — v|sq de fagon

unique en une application linéaire et continue de H'(£2) dans L?(09).
RN RN NN R NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN R NN NNE



