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Théoréme de Lax Milgram
On s'intéresse au probléme suivant
Trouver v € Vtelle que a(u,v) =4»(v), VYveV (FV)

OU ON SUppose que:
o (V,||']|v) est un espace de Hilbert

e a est une forme bilinéaire de V x V dans IR qui est

e continue, c'est a dire

IM, > 0, Vv,w € V, la(v,w)| < Ma||v|lv |w| v
e coercive, c est a dire

a>0 VveV, a(v,v) Z(XHVH%/
o { est une forme linéaire de V dans IR qui est continue, c'est a dire
M, >0, Vv e V,  [0(v)] < My|lv|ly

Alors il existe une unique solution v dans V de (F.V.),
et cette solution dépend continiment des données, c est a dire
M,

<
oy < =
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Introduction
On s'intéresse au probleme suivant (et on suppose que le théoréeme de Lax Milgram s’applique)

Trouver u € V telle que a(u,v) =4~(v), VvevV (FV)

ARemarque: Quand V est un espace de dimension infinie, il est difficile de résoudre (FV) directement.

Idées pour la résolution:

o On « remplace » V par un espace de dimension finie V/,,, on obtient une formulation variationnelle discréete.

On appelle v, € V}la solution.

e On montre que la formulation variationnelle discréte se raméne a la résolution d’'un systeme linéaire.

o On choisit V), telle que lim dimVy, = +oc0 et "V, = V" et on espére que — .' voir Amphi 6
h—0 h—0 h—0

On supposera dans ce cours que V, C V

( Approximation variationnelle interne ou Méthode de Galerkin)
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Séance 4 : |la méthode des éléments finis
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Méthode de Galerkin

On s'intéresse au probleme suivant (et on suppose que le théoréeme de Lax Milgram s’applique)

Trouver u € V telle que a(u,v) =4L(v), VveVv (FV)
e On « remplace » V par un espace de dimension finie Vi, C V/ on obtient une formulation variationnelle discréte.
Trouver u;, € Vptelle que  a(uy, vp) = £€(vy), Vv, € V4 (FV})
o (Vg ||-]|v) est un espace de Hilbert (c’est un espace de dimension finie donc il est fermé dans V)

o a est une forme bilinéaire de Vi, X Vj qui est continue et coercive dans V), car elle I'est dans Vet V), C V
les constantes de continuité et coercivité sont les mémes que dans V.

o U est une forme linéaire de V), qui est continue, car elle I'est dans Vet V, C V

la constante de continuité est la méme que dans V.

M,

Il existe une unique solution c Vhde(FV)) et ||y < .

ARemarque: #+ usi V), C V: les problémes variationnels (FV) et (FV},) sont différents!
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Méthode de Galerkin

Trouver u;, € Vptelle que  a(uy, vp) = £(vy), Vv, € V4 (FVh)

e On montre que la formulation variationnelle discréte se raméne a la résolution d’'un systeme linéaire.
On introduit {qb,-}ll-vzhl une base de V}, (N}, := dim V},)

Il est facile de montrer que a(up,vp) =4L(vp), VvpeVy, &  a(up @) = Z(gb,-@ V1<i< N

A faire en exercice

En décomposant 1/, dans cette base N,
=) v e
. . . Jj=1
on obtient le probléme suivant
Ny,
Trouver (ul, ul uNh) telle que Z W a(@;, i) = L(¢i), V1 <i< N
J=1
qui s écrit sous la forme d'un systéme linéaire
. T . — R as . .
Trouver 1 = (ul, u2, e uNh) c RV telle que Al = ol A — (AU)l <i j<N, ou AU — a(qu,qbi),
= T .
0= (1, - VY ou 0 = 0(g;)
92 Pouvrecuniave S, Fliss - Introduction & la méthode des Eléments Finis 6 /23



Méthode de Galerkin

Trouver 1 = (Ul, U2 ceey UNh)T - ]RNh telle que Al = Z ou A = (AU)l,Si,jSNh ou AU — 3(¢j, ¢,’),

0= (0 - V)" ob 07 = 0(¢p;)
Lien entre forme bilinéaire et opérateur matriciel
v, w € RVr, VTAW = a(wy, vp)
ol W = (Wl, S WNh)T c RVr et v = (vl, S th)T c RN
Np A/
et Wp = Z WJQDJ' & th Vp = Z Vlgb,' - Vh
j=1 i=1

Proposition

La matrice A est définie positive donc inversible!

Preuve: Vv € RV VTAV = a(vp, vp) > af vy

N,
La solution 1/, de (FV},) est donnée par u, = Y /¢;ou 0= (u' 07, ..., uNh)T c RNh est donnée par
j=1 S
i=A""

@~ INSTITUT : . R , p .
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Méthode de Galerkin

Dans ce cours, nous allons introduire des espaces Vi C V' tels que

e le systéme linéaire n'est ni difficile et ni couteux a construire puis résoudre Amphi 4 et 5

o On a bien convergence des solutions discrétes vers la solution du probléme de départ |Amphi 6

o La vitesse de convergence est la plus élevée possible Amphi 6

On verra qu'il y a toujours un compromis a trouver entre les coiits de calcul (stockage et temps de calcul)
et la vitesse de convergence.

Il existe deux exemples fondamentaux :

Meéthode spectrale ['espace de dimension finie est construit a partir de fonctions propres du probléme

.' X?IE Cl'e 2%;550 4 C’est une des méthodes les plus utilisées en Mécanique (pour les phénoménes d’ondes et vibrations par exemple).
- Quand les fonctions propres ne peuvent pas étre déterminées explicitement (milieux a coefficients variables,
géométrie compliquée,...), celles ci sont approchées par la méthode des éléments finis.

Meéthode des élements finis |'espace de dimension finie est construit & partir de fonctions localisées,
construites a partir d'un maillage

C'est une des méthodes les plus efficaces et populaires pour discrétiser des probléemes aux limites.
Elle est utilisée dans un grand nombre de codes industriels.
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Le probléeme modéle traité dans cet amphi

Soit Q € RY un ouvert polygonal. Soit f € L2(Q).
On cherche 1 € HY(Q) solution de

—Avu+u=7Ff dans¥
Vu-n:O sur 0f2

On chercheué-ﬁl‘on‘d}- vu Vde+/ v dQ|= fde

V = H1 uv v)

La formulation variationnelle dlscrete que nous allons résoudre s'écrit

Trouver u;, € Vptelle que  a(uy, vp) = £€(vy), Vv, € V4 (FVp)

R o, Ny, .
et se reformule sous la forme du systéeme linéaire ( {¢;}:"; étant une base de V}, )
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Maillage 2D

Définition: Maillage triangulaire

Soit Q un ouvert connexe polyédrique de IR?. Un maillage triangulaire de Q est un ensemble de N, triangles
{Ti}1<1<N, tels que

O
= Tout triangle Ty est d'intérieur non vide (c'est-a-dire T, # &). On définit alors p, le rayon du cercle
inscrit au triangle T, et hy, le rayon du cercle circonscrit.

e TN Tw=Dsik+K,

n UéTk:Q1

= toute aréte d'un triangle est soit une aréte d'un autre triangle soit une aréte portée par la frontiére o0f2.

y Pas du maillage
h = max h/

1<I<Ng

Ty
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Structures de données pour un maillage triangulaire

Refneu tabtri

Références des Tableau des triangles
sommets

Coordneu
Tableau de coordonnées des sommets

Références des ) 5 /
triangles

1

1

Ns : Nombre de sommets
Ny : Nombre de sommets sur le bord

Ne : Nombre de triangles

N, : Nombre d aréetes
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Structures de données pour un maillage triangulaire

Coordneu Refneu tabtri

Tableau de coordonnées des sommets Références des Tableau des triangles
sommets

Références des
triangles

1

Nombre de sommets
Ny : Nombre de sommets sur le bord

Ne : Nombre de triangles

N, : Nombre d aréetes

Théoreme: Relations d’Euler en 2D

Ne:2Ns_Nb_2
Na:3Ns_Nb_3

@\, INSTITUT . . N P £ .
'2 roLvTeckniaue S, Fliss - Introduction a la méthode des Eléments Finis 15 / 34



Séance 4 : |la méthode des éléments finis

Méthode de Galerkin
Maillage et structure des données
Eléement fini P1
Matrices élémentaires
Procédure d'assemblage et résolution



Eléments finis de Lagrange 1P4

Deéfinition:

V, = {vh cC’(Q), V0<I<Ne, vh\Tl S 11’1(7/)}

ou P1(T)) = {u: T2 (x,y)—ax+by+ceR, (ab,c) E]R}.

ARemarque: soit Vp € V. Pour déterminer entiérement Vpsur un triangle T, , il suffit de
la connaitre en 3 points non alignés (par exemple les 3 sommets)

De plus, sa restriction & un segment non réduit a un point est déterminée
entiérement par les valeurs qu elle prend aux deux extrémités de ce segment.

Proposition
Preuve: Soit vy € Vi, on a tout d'abord VI € {1, ..., Ne}, Vh‘T, - Cl(T/) C Hl(T,)
SoitQ@Q = T; U T;, pour que Vh‘Q S Hl(Q) , il faut et il suffit que vy soit continue a
['interface, ce qui est le cas. |Zvoir le TD1, exo2

v, étant C! dans chaque triangle et continue aux interfaces entre les triangles, elle est H' .

@\, INSTITUT ) ) . . . ..
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Eléments finis de Lagrange 1P4

Theéeoreme:

L 'espace V/} est un espace vectoriel de dimension N = Ng dont une base est donnée par les fonctions
affines par morceaux sur chaque triangle (¢;)1<j<n. € V} définies par

(s =i = {1 =

’ 0, sinon.
Preuve: |
o c'est une famille libre: Soit (v, -+ vNs) tel que Vx € Q, Y Vigi(x) =0
1<i<N,
= VI<j<Ns, Y Vi¢i(S;)=0 = VI<j<N,;, v=0
1<i<N,
e c'est une famille génératrice: Soient vp € v et vy = Z Vh(S) i
1<i<N,
Ces deux fonctions coincident sur chaque sommet donc sur chaque triangle
A 0O o

et chaque aréte donc sur 2 . ><\

N

Corollaire.
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Les coordonnées barycentriques: du global au local

Caractérisation des fonctions de base sur chaque triangle

tabtri ) _
Tableau des triangles N ume rOta t 1oN

locale a |'élément T
< 1 2 3

Numérotation
globale:

Proposition:

gb,-\y-l, ij‘T, et gbk\y-l sont les coordonnées barycentriques associées respectivement aux points 5{ = S,

Sy =2S; S} =S

Rappel : VM e T;, M=A{(M)S}+AL(M)S5 + AL (M)SE
1 vie{1,23}, 0<A(M)<1

A

Preuve : Les coordonnées barycentriques sont affines sur T et vérifient V(1,]) € {1, 2, 3}2, Aé(SJI ) =&

/

@, |NSTITUT : . R . p .
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Les coordonnées barycentriques
Rappel : YM e T, M=A(M)S,+ A5 (M)S, + A5 (M)SE
M(M)+A5(M)+A3(M) =1 vie{1,2,3}, 0<A

1
/ /
x{)\:/l(x, y) + Xé)\é (x,y) + Xé)\é(X, y) =X A(xy) = D, {()Q — Y3

1
[ [
VAL Gx,y) + b y) + s oy) =y | = | Mey) = 5 04—

/ / / A’(xy):i[(y/—y
AM(xy) +A5(xy) +A3(x,y) =1 3V D, L1 72

Colormap /

l / ou D/ — (X2 — X3
1 0 52

[
A1 (x,y) S As(xy) A3(x, y)
Q"\, :F;ESLE‘T\T{CITQ NNNNN S. Fliss - Introduction a la méthode des Eléments Finis § :/3 22 / 34
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Matrice de masse

o On décompose le calcul de chaque terme de la matriceM € My (R ) sur les triangles

(i, j) € L N2, M = / i (x)pi(x)d = Y (x) dO
Ti€Th
o On est ramené a calculer des quantités contenues dans M$ € M;3(R )
v(iJ) € [L3]%, M)V = [ Aj(x)A(x) d©
/

Lemme:
Soit (kl, Ko, k3) - N3, alors

kilkolka!
kl—l—kg—l—k3—|—2)!

[ AR b)) da =2, 7

e On en déduit

2 1 1
.
Me':—|12/| 1 2 1

1 1 2

OQOLVTEC‘%O TTTTTTTT . " N Ve pe - -
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On décompose le calcul de chaque terme de la matrice K € Mp_(IR) sur les triangles

V(ij) € [LNT2 KI= [ V(0 Vi) d2= Y | Vg(x)- Tgi(x) 0

TeTy” T

On est donc ramené 3 calculer IK?I c M3(R)

v(.)) € [L3P, (K7 = [ Vi) T Al(x) de2

ou les gradients des coordonnées barycentriques sont constants

L (yh—y3 1 1 (yl—y! 1 1
/ Yo =Y / / Y3 —Yy / / Y1 — Ya
Y/\l(X'Y):EI(Xz_Xz> :E/L/l, Y)\Q(X,Y):E/(X?_Xi/)) :E/L/z, Y)%(X,Y):E/( T

On en déduit

A Remarque:

On verra la prochaine fois, une autre méthode pour calculer les matrices élémentaires, qui passe par
" « élément fini référence ».

aire(T/)
D7

T
(K" = (v vy vg) (v] vp v5)

@~ 'NSTITUT _ ) . } ) o
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Procédure d'assemblage

Elle est basée sur la structure des données du maillage

Reftri
Références des
S

triangles

Coordneu Refneu tabtri

Tableau de coordonnées des sommets Références des Tableau des triangles
sommets

1

Ns : Nombre de sommets
Ny : Nombre de sommets sur le bord

Ne : Nombre de triangles

N, : Nombre d arétes

et sur le fait qu'on cherche a calculer

i, v € Vi 3t vi) = [ 19 up- S v+ upvi] d2 = 1 a1 (. v
T

ot a;(up, vp) =/ VY up -V vy + upvy| dQ

T,

> INSTITUT
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Du local au global

Coordneu tabtri
Tableau de coordonnées des Tableau des triangles
sommets

1 3 4

A +— 0O;
/* Boucle sur les triangles
for { € {1,..., N} do

/* Coordonnées des sommets du t
S;, S, Sk < Coordneu(tabtri(4,:));
/* Calcul de la matrice élémentaire
AEI <— S/, SJ, SK; §1
/* Boucle sur les indices 1 34
fori€ {1,2,3} do

| = tabtri(4,7);

for j€{1,2,3} do

J = tabtri(£,}); n
/* Contribution du triangle Ty

AI,J s AI’J—I— (AEI)ﬁj - £ gl
end
a/(gbl,cpl) a|p3, P1 Jlda, ¢

end ol
ond Ay = a/(qbl,gbg) a|(Pps7P3 ) a 4,gb3)
a(Pp1, Pa)—"ai(¢3, a)"ai(Pa, Ps4)

W

N

@, |NSTITUT : . R . p .
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Du local au global

Coordneu tabtri
Tableau de coordonnées des Tableau des triangles
sommets
A < 0; 1 3 4
/* Boucle sur les triangles
for { € {1,..., N} do Sy

/* Coordonnées des sommets &ﬁ t
S;, S, Sk < Coordneu(tabtri(4,:));
/* Calcul de la matrice élémentaire
ﬂ\? %—.S/,flh.SKj

/* Boucle sur les indices i j I

for 7 € {1,2,3} do

| = tabtri(4,7);
for j € {1,2,3} do
J = tabtri(4,]); " v % ;
/* Contribution du triangle Ty
AA/”lé—-AA!“I%—(J%EW7J A = * * * j
end
ond al(Pi i) al(Pj. ¢i)  al(Pr. Pi) o % % k

= a(pi9) api o) a(Pk ¢;)
al(Pisdr)  al(@j, o) ai(Pw. Pi)
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Du local au global

Coordneu tabtri

Tableau de coordonnées des Tableau des triangles
sommets

A < 0; : - 1 3 4
/* Boucle sur les triangles | | | ' L ;
for { € {1,..., N} do

/* Coordonnées des sommets du t
S;, S, Sk < Coordneu(tabtri(4,:));
/* Calcul de la matrice élémentaire
ﬂ\? %—.S/,flh.SKj

/* Boucle sur les indices m [ Ns
forie€ {1,2,3} do

| = tabtri(4,7);

for j € {1,2,3} do

J = tabtri(£,});

/* Contribution du triangle Ty

AAj”lé—-AA!“I%—(é\?)ﬁj > >k X | m
end
end | al(@nd1)  al(Pm. o) a(Pn,, ¢1)
end ?:: WGWN%ﬁ> 3K¢mﬂﬁﬁ> 3K¢Ny¢m) sk sk sk /
al(¢r dn,)  a(Pm. dn,)  ai(Pn,. P, )
X X X | N
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Matrice creuse
e Coefficient non nul

- Memoire
- N = 45113
- Si la matrice etait stockée comme une matrice pleine
(en stockant les zéros!)
16.2 GB in memory
- Si la matrice est stockée comme une matrice creuse

5.3 MB

- Le squelette de la matrice peut en fait étre construit
a priori

31 / 34
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On peut approcher f par interpolation si f € C°(Q)

et dans ce cas, on approche le second membre de |la facon suivante

Zi:/ f¢p; d) ~ Z f(§j)/ quqb,-dﬂzéf7 avec U = Myt
2 1<j<N, ‘2

Cela revient a résoudre une formulation variationnelle discréte approchée

Trouver i, € V4, tel que a(i]h, Vh) = Zh(vh) Vv, € Vj

ol Vv €V, Zh(v):/th(g()v(g() dQ

On verra que |'approximation de la méthode n’est pas altérée par une telle approximation.

.' voir Amphi 6
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lllustration numérique pour des maillages de plus en plus raffinés

- On considére f : (x,y) > cos(27tx)cos(27y)

1.3e-03
0.001
0.0008
0.0006
— 0.0004

— 0.0002
0 +

— =0.0002

— -0.0004
-0.0006
-0.0008
-0.001
-1.3e-03

Max: 1.26e-03
Min: -1.26e-03
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Prochaine Séance : La méthode des éléments finis (suite)

Le TP1 est a faire seul. Restez dans votre groupe de TP.
Sans aide extérieure.
Il n"est pas obligatoire de rendre le TP mais c'est recommandeé.
TP a envoyer a votre chargé.e de TD.
Bonus de max 3 points sur la note de TP.
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