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Théorème de Lax Milgram
On s’intéresse au problème suivant  

où on suppose que: 
•               est un espace de Hilbert 
• a  est une forme bilinéaire de V x V  dans    qui est  

• continue, c’est à dire  

• coercive, c’est à dire 

•    est une forme linéaire de V dans     qui est continue, c’est à dire
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Trouver         telle que
<latexit sha1_base64="azNFj2dr/QOc/2V9Ppu/xdb/T9I="></latexit>

u ∈ V
<latexit sha1_base64="928zXMjcos9qF/x7oQDBQ4UI+w8="></latexit>

a(u, v) = !(v), ∀v ∈ V

<latexit sha1_base64="XVAFIFbejrzYhaGRSoD/IOSAwh0="></latexit>

(V , ‖·‖V )
<latexit sha1_base64="6wJzHaAzMqybqlfbEocOlVo95OQ="></latexit>

R

<latexit sha1_base64="WzkiSj0W8y09ePUtvvbSS8cmaU4="></latexit>

∃Ma > 0, ∀v ,w ∈ V , |a(v ,w)| ≤ Ma‖v‖V ‖w‖V
<latexit sha1_base64="GEM47x9uNFar6GagpJiPhnFp3no="></latexit>

∃α > 0, ∀v ∈ V , a(v , v) ≥ α‖v‖2V
<latexit sha1_base64="6wJzHaAzMqybqlfbEocOlVo95OQ="></latexit>

R
<latexit sha1_base64="QKErWhPRkWxqs0d1AjG8MqdbVvg="></latexit>

!
<latexit sha1_base64="AAHwDqTDZiI50GR870MrUNAoKew="></latexit>

∃M! > 0, ∀v ∈ V , |!(v)| ≤ M!‖v‖V

Alors il existe une unique solution u dans V de (F.V.),  
et cette solution dépend continûment des données, c’est à dire 

<latexit sha1_base64="oUZgisfe8ARNu+Mai+V1SRCyaKE="></latexit>

‖u‖V ≤ M!

α

<latexit sha1_base64="fAzeQPjsPppF8h+E1LN8irk0tAY="></latexit>

(FV )



Introduction
On s’intéresse au problème suivant (et on suppose que le théorème de Lax Milgram s’applique) 
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Trouver         telle que
<latexit sha1_base64="azNFj2dr/QOc/2V9Ppu/xdb/T9I="></latexit>

u ∈ V
<latexit sha1_base64="928zXMjcos9qF/x7oQDBQ4UI+w8="></latexit>

a(u, v) = !(v), ∀v ∈ V

Remarque:! Quand V est un espace de dimension infinie, il est difficile de résoudre (FV) directement.

Idées pour la résolution:

• On « remplace » V par un espace de dimension finie    , on obtient une formulation variationnelle discrète.
<latexit sha1_base64="osn5d1Jtppu0zAnMkMuxDef0Byk="></latexit>

Vh

• On montre que la formulation variationnelle discrète se ramène à la résolution d’un système linéaire.

On appelle            la solution.
<latexit sha1_base64="k9ZNinDAZruWp/UYGKRTB9IgD78="></latexit>

uh ∈ Vh

<latexit sha1_base64="2AxLEROAKw1gBvO11SPlUoKqbS0="></latexit>

lim
h→0

dimVh = +∞• On choisit      telle que                          et                  et on espère que 
<latexit sha1_base64="osn5d1Jtppu0zAnMkMuxDef0Byk="></latexit>

Vh
<latexit sha1_base64="L8Q/9W98+F2uF3vlAJfcGPXBrYc="></latexit>

”Vh →
h→0

V ” <latexit sha1_base64="7KR9NE485/DGgnjIK1eGXohKyz0="></latexit>

uh →→
h→0

u

On supposera dans ce cours que                                 
         ( Approximation variationnelle interne ou Méthode de Galerkin)

<latexit sha1_base64="lVqFLsYBxAeN7S/jNjI/1nNhOGI="></latexit>

Vh ⊂ V

<latexit sha1_base64="fAzeQPjsPppF8h+E1LN8irk0tAY="></latexit>

(FV )

voir Amphi 6



Séance 4 : la méthode des éléments finis
Méthode de Galerkin 

Maillage et structure des données 
Elément fini P1 

Matrices élémentaires 
Procédure d’assemblage et résolution



Méthode de Galerkin
On s’intéresse au problème suivant (et on suppose que le théorème de Lax Milgram s’applique) 
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Trouver         telle que
<latexit sha1_base64="azNFj2dr/QOc/2V9Ppu/xdb/T9I="></latexit>

u ∈ V
<latexit sha1_base64="928zXMjcos9qF/x7oQDBQ4UI+w8="></latexit>

a(u, v) = !(v), ∀v ∈ V

• On « remplace » V par un espace de dimension finie          , on obtient une formulation variationnelle discrète.
<latexit sha1_base64="lVqFLsYBxAeN7S/jNjI/1nNhOGI="></latexit>

Vh ⊂ V

Trouver            telle que
<latexit sha1_base64="k9ZNinDAZruWp/UYGKRTB9IgD78="></latexit>

uh ∈ Vh
<latexit sha1_base64="71kruvfUjOH3p3yp5OtcX0g/1QM="></latexit>

a(uh, vh) = !(vh), ∀vh ∈ Vh
<latexit sha1_base64="v8+uu+rR9hpcf17egREs/YQxWbY="></latexit>

(FVh)

<latexit sha1_base64="fAzeQPjsPppF8h+E1LN8irk0tAY="></latexit>

(FV )

<latexit sha1_base64="lVqFLsYBxAeN7S/jNjI/1nNhOGI="></latexit>

Vh ⊂ V

•               est un espace de Hilbert (c’est un espace de dimension finie donc il est fermé dans V) 

• a  est une forme bilinéaire de            qui est continue et coercive dans     car elle l’est dans V et  
les constantes de continuité et coercivité sont les mêmes que dans V. 

•    est une forme linéaire de     qui est continue, car elle l’est dans V et 

<latexit sha1_base64="xUDk3k7Xy3xayEIGe9EBNHaMitM="></latexit>

(Vh, ‖·‖V )

<latexit sha1_base64="+rV2Rlr4tB9iDoV4gxio9wQw9GA="></latexit>

Vh × Vh
<latexit sha1_base64="osn5d1Jtppu0zAnMkMuxDef0Byk="></latexit>

Vh

<latexit sha1_base64="osn5d1Jtppu0zAnMkMuxDef0Byk="></latexit>

Vh
<latexit sha1_base64="QKErWhPRkWxqs0d1AjG8MqdbVvg="></latexit>

!
<latexit sha1_base64="lVqFLsYBxAeN7S/jNjI/1nNhOGI="></latexit>

Vh ⊂ V

la constante de continuité est la même que dans V.

Il existe une unique solution            de         et 
<latexit sha1_base64="k9ZNinDAZruWp/UYGKRTB9IgD78="></latexit>

uh ∈ Vh
<latexit sha1_base64="v8+uu+rR9hpcf17egREs/YQxWbY="></latexit>

(FVh)

<latexit sha1_base64="y7QwzwZ7KkwZGoTXC1iAnV2NlDw="></latexit>

‖uh‖V ≤ M!

α

Remarque:                              : les problèmes variationnels        et         sont différents!
<latexit sha1_base64="JGztdAv+JfiazFx61s7FKAds/Xg="></latexit>

uh != u si Vh ! V!
<latexit sha1_base64="fAzeQPjsPppF8h+E1LN8irk0tAY="></latexit>

(FV )
<latexit sha1_base64="v8+uu+rR9hpcf17egREs/YQxWbY="></latexit>

(FVh)



Méthode de Galerkin
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Il est facile de montrer que 
<latexit sha1_base64="71kruvfUjOH3p3yp5OtcX0g/1QM="></latexit>

a(uh, vh) = !(vh), ∀vh ∈ Vh
<latexit sha1_base64="G4TFkiLxp0Gq0o0682eP0bxt5ZU="></latexit>

⇔ a(uh, φi ) = !(φi ), ∀1 ≤ i ≤ Nh

• On montre que la formulation variationnelle discrète se ramène à la résolution d’un système linéaire.

On introduit            une base de 
<latexit sha1_base64="idDl2TRwWUSXHan2ORTj/M+Pwh8="></latexit>

{φi}Nh
i=1

<latexit sha1_base64="PatSzEHyXoJvQp3z1ehVeqtaBW8="></latexit>

Vh
<latexit sha1_base64="bp+NGr8IGmmU4/xISp0hHtJa2oc="></latexit>

(Nh := dimVh)

A faire en exercice
En décomposant    dans cette base<latexit sha1_base64="lEfkOlwPBxBN9jenv/zlKL0251s="></latexit>uh

on obtient le problème suivant

<latexit sha1_base64="OR4Ys8HqzQ1T6hzWAddW5wqNPoA="></latexit>

uh =
Nh

∑
j=1

uj φj

qui s’écrit sous la forme d’un système linéaire

<latexit sha1_base64="2X91CAc1rlvsrHnmQcpr9/k94Ds="></latexit>

⇔
Nh

∑
j=1

uj a(φj , φi ) = !(φi ), ∀1 ≤ i ≤ Nh
<latexit sha1_base64="W/sADfm4Zq+yBvv6dceebz2huD4="></latexit>

Trouver (u1, u2, ... , uNh ) telle que

<latexit sha1_base64="D558VYiIDSdAB9x86PAjmZoSIlY="></latexit>

A = (Aij )1,≤i ,j≤Nh
où Aij = a(φj , φi ),

!" = ("1, · · · , "Nh )
ᵀ où "i = "(φi ).

<latexit sha1_base64="CWPo5ZovTNynwZvmHcw/ZhyQYt0="></latexit>

A!u =!"
<latexit sha1_base64="Zsn9lK2NOXL/6OkB+rPkMBGrOVQ="></latexit>

Trouver !u = (u1, u2, ... , uNh )
ᵀ ∈ RNh telle que où

Trouver            telle que
<latexit sha1_base64="k9ZNinDAZruWp/UYGKRTB9IgD78="></latexit>

uh ∈ Vh
<latexit sha1_base64="71kruvfUjOH3p3yp5OtcX0g/1QM="></latexit>

a(uh, vh) = !(vh), ∀vh ∈ Vh
<latexit sha1_base64="v8+uu+rR9hpcf17egREs/YQxWbY="></latexit>

(FVh)



Méthode de Galerkin
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<latexit sha1_base64="D558VYiIDSdAB9x86PAjmZoSIlY="></latexit>

A = (Aij )1,≤i ,j≤Nh
où Aij = a(φj , φi ),

!" = ("1, · · · , "Nh )
ᵀ où "i = "(φi ).

<latexit sha1_base64="CWPo5ZovTNynwZvmHcw/ZhyQYt0="></latexit>

A!u =!"
<latexit sha1_base64="Zsn9lK2NOXL/6OkB+rPkMBGrOVQ="></latexit>

Trouver !u = (u1, u2, ... , uNh )
ᵀ ∈ RNh telle que où

Lien entre forme bilinéaire et opérateur matriciel
<latexit sha1_base64="jHl++U5xVbrSX3iOgXz36mq7IUQ="></latexit>

∀!v ,!w ∈ RNh , !vᵀA!w = a(wh, vh)
<latexit sha1_base64="AVI5IhRGqX31ETXbrEeRuSfqHK0="></latexit>

!w = (w1, · · · ,wNh )
ᵀ ∈ RNh , et !v = (v1, · · · , vNh )

ᵀ ∈ RNh

<latexit sha1_base64="ZexyENbtLuY/kfisJmQ6IdO9oos="></latexit>

wh =
Nh

∑
j=1

w jφj ∈ Vh, vh =
Nh

∑
i=1

v iφi ∈ Vh

où

et

La matrice     est définie positive donc inversible!

Proposition
<latexit sha1_base64="QSSCK2FMJPzEu0HCm18xHZEnJu8="></latexit>

A

La solution     de          est donnée par                     où                                        est donnée par<latexit sha1_base64="lEfkOlwPBxBN9jenv/zlKL0251s="></latexit>uh
<latexit sha1_base64="v8+uu+rR9hpcf17egREs/YQxWbY="></latexit>

(FVh)

<latexit sha1_base64="OR4Ys8HqzQ1T6hzWAddW5wqNPoA="></latexit>

uh =
Nh

∑
j=1

uj φj

<latexit sha1_base64="Zsn9lK2NOXL/6OkB+rPkMBGrOVQ="></latexit>

Trouver !u = (u1, u2, ... , uNh )
ᵀ ∈ RNh telle que

<latexit sha1_base64="+x747hnu8Qmh+dnNiXaZMs85vIE="></latexit>

!u = A−1!"

<latexit sha1_base64="ZSqzjKlAZzlZHF5GsNcEflRiJj8="></latexit>

∀!v ∈ RNh , !vᵀA!v = a(vh, vh) ≥ α‖vh‖2Preuve: 



Dans ce cours, nous allons introduire des espaces             tels que 

• le système linéaire n’est ni difficile et ni couteux à construire puis résoudre 

• On a bien convergence des solutions discrètes vers la solution du problème de départ  

• La vitesse de convergence est la plus élevée possible

Méthode de Galerkin
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<latexit sha1_base64="lVqFLsYBxAeN7S/jNjI/1nNhOGI="></latexit>

Vh ⊂ V

Amphi 4 et 5

Amphi 6

Amphi 6

On verra qu’il y a toujours un compromis à trouver entre les coûts de calcul (stockage et temps de calcul)  
et la vitesse de convergence.

Il existe deux exemples fondamentaux :

Méthode spectrale l’espace de dimension finie est construit à partir de fonctions propres du problème
C’est une des méthodes les plus utilisées en Mécanique (pour les phénomènes d’ondes et vibrations par exemple). 
Quand les fonctions propres ne peuvent pas être déterminées explicitement (milieux à coefficients variables, 
géométrie compliquée,…), celles ci sont approchées par la méthode des éléments finis.

Méthode des éléments finis l’espace de dimension finie est construit à partir de fonctions localisées, 
construites à partir d’un maillage
C’est une des méthodes les plus efficaces et populaires pour discrétiser des problèmes aux limites. 
Elle est utilisée dans un grand nombre de codes industriels.

voir le cours 
MEC_4MS04



Soit             un ouvert polygonal. 
 

Le problème modèle traité dans cet amphi
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<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE=">AAAaPHicxVnNc9tEFFf5LOYrhQsZLho8mSlMm7FDWygznQnYJSlt0tCkSWcsJ7OWV/Y20krsrpy4W/1hXPgfOHLiwgGG4cqZt5I/5N1VAocEzdjej/d7+/T27e89yb0kJFw0Gr9ceeXV115/482rb9Xefufd995fuvbBPo9T5uOnfhzG7FkPcRwSip8KIkL8LGEYRb0QH/SOW2r+YIQZJzHdE+MEdyM0oCQgPhIwdLS06wl8Ku </latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd
<latexit sha1_base64="dHlkn+YYWWXYDH0EYHxZz7ZpS9g="></latexit>

Soit f ∈ L2(Ω).

<latexit sha1_base64="PJ/45616oi4HCFbM89n7sG8leSo="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
∇ u · n = 0 sur ∂Ω

Trouver            telle que
<latexit sha1_base64="k9ZNinDAZruWp/UYGKRTB9IgD78="></latexit>

uh ∈ Vh
<latexit sha1_base64="71kruvfUjOH3p3yp5OtcX0g/1QM="></latexit>

a(uh, vh) = !(vh), ∀vh ∈ Vh
<latexit sha1_base64="v8+uu+rR9hpcf17egREs/YQxWbY="></latexit>

(FVh)

La formulation variationnelle discrète que nous allons résoudre s’écrit

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>

⇒

<latexit sha1_base64="h8/6ICZilXKyFLPNn3p8YgQDNuA="></latexit>

a(u, v)
<latexit sha1_base64="fkM8gZ1XZtg/aTrv3yPmSbCP8wc="></latexit>

!(v)
<latexit sha1_base64="Ka4lRgMGugOgoNcxEk1aQxTvS5M="></latexit>

V = H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="EgN3weePHA8Ehyamm0AULVVSNvs="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω),

<latexit sha1_base64="fYxs7IMWcnjqY6S+GQVJz5CosqY="></latexit>∫

Ω
∇ u ·∇ v dΩ+

∫

Ω
u v dΩ =

∫

Ω
f v dΩ

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>⇒

<latexit sha1_base64="5lXeyHMmTTKvhUAoJ5siE6clXvA="></latexit>

!i =
∫

Ω
f φi dΩ

matrice de rigidité matrice de masse

et se reformule sous la forme du système linéaire  (            étant une base de       )
<latexit sha1_base64="idDl2TRwWUSXHan2ORTj/M+Pwh8="></latexit>

{φi}Nh
i=1

<latexit sha1_base64="TbN4wNdui0RimewDmeX91CU88S0="></latexit>

Vh

<latexit sha1_base64="CWPo5ZovTNynwZvmHcw/ZhyQYt0="></latexit>

A!u =!"
<latexit sha1_base64="0XoMiqp4dNvEhz8gt3HEoBdYV/o="></latexit>

A = K + M, K ij =
∫

Ω
∇ φj ·∇ φidΩ, M

ij =
∫

Ω
φj φi dΩoù



Séance 4 : la méthode des éléments finis
Méthode de Galerkin 

Maillage et structure des données 
Elément fini P1 

Matrices élémentaires 
Procédure d’assemblage et résolution



Maillage 2D
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Définition: Maillage triangulaire
<latexit sha1_base64="UPyCuenhaczIUPmXWrMLS2z18jU="></latexit>

Soit ⌦ un ouvert connexe polyédrique de R2. Un maillage triangulaire de ⌦ est un ensemble de Ne triangles
{Tl}1lNe

tels que

• Tout triangle Tk est d’intérieur non vide (c’est-à-dire
�
T k 6= ?). On définit alors rk le rayon du cercle

inscrit au triangle Tk et hk le rayon du cercle circonscrit.

•
�
T k \

�
T k 0= ? si k 6= k 0,

• S
` Tk = ⌦,

• toute arête d’un triangle est soit une arête d’un autre triangle soit une arête portée par la frontière ∂⌦.

<latexit sha1_base64="U5yxcvuz3VqTvX+WJFnwHnYQFYI="></latexit>

Tl

<latexit sha1_base64="1OFeFGI3MntkNKtzmErtd3FFX0U="></latexit>

Tl 0

<latexit sha1_base64="1OFeFGI3MntkNKtzmErtd3FFX0U="></latexit>

Tl 0

<latexit sha1_base64="U5yxcvuz3VqTvX+WJFnwHnYQFYI="></latexit>

Tl

<latexit sha1_base64="ylP5rZmdj8Us0vGqv4IeqTat4+s="></latexit>

h = max
1≤l≤Ne

hl

Pas du maillage

<latexit sha1_base64="vEuPP7Ht+PNvnkYH3/S92JUQrjo="></latexit>

h → 0 ⇒ Ne → +∞



Exemple de maillages pour un domaine polyédrique
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Domaine courbe
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Structures de données pour un maillage triangulaire
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<latexit sha1_base64="/C92JAYx1Md6t06njdBXUX0Ee5Y="></latexit>

T1

<latexit sha1_base64="KYbEpH5+DyfEBGlYAkvFx8VfuLA="></latexit>

TNe

<latexit sha1_base64="NYbW3BShIaNfnIuTQ7VXcCFNKT0="></latexit>

TlRefneu 
Références des 

sommets

<latexit sha1_base64="1h6H+3gFcf9ogcXyThQw6foT+qs="></latexit>

1
...
0
...
0

Reftri 
Références des 

triangles

<latexit sha1_base64="2v6pLkhgEaPxXmXDAv3WY44QlPI="></latexit>

1
...
1
...
1

tabtri 
 Tableau des triangles

<latexit sha1_base64="1jeHOeVPzUjxMo2Ua1uGkAuK8IA="></latexit>

T1 1 3 4
...

...
...

...
Tl i j k
...

...
...

...
TNe

l m Ns

Coordneu 
 Tableau de coordonnées des sommets

<latexit sha1_base64="mJtR7A0QHztOUIord+EQ4uITNko="></latexit>

S1 x1 y1
...

...
...

S i xi yi
...

...
...

SNs
xNs

yNs

<latexit sha1_base64="1cdA2xR24koiU8RUfXmVYVA1Vg4="></latexit>

Ns : Nombre de sommets
Nb : Nombre de sommets sur le bord
Ne : Nombre de triangles
Na : Nombre d’arêtes

<latexit sha1_base64="0WtvLI+nyYnmSaq8PUDAGJ5Jc+w="></latexit>

S1

<latexit sha1_base64="2uE1U5s5VkekWP++J8Z7f1w1GG8="></latexit>

S3

<latexit sha1_base64="UIiaKhsFLPqk+iklMBSocyU8tBA="></latexit>

S i

<latexit sha1_base64="CfonaCTuptCH2fz//R1v7bfqRc0="></latexit>

S j

<latexit sha1_base64="0OngBkfJdQrKhDpW9KJqq1HImAc="></latexit>

Sk

<latexit sha1_base64="WY1rRrmd4opTXizttxnH9uFSRBo="></latexit>

S l

<latexit sha1_base64="bIfKg7Au6jmCtS5j/vdGoZnU2GA="></latexit>

Sm

<latexit sha1_base64="kr6WwhVgXCiG0B2bDKVu8IFTaXk="></latexit>

SNs

<latexit sha1_base64="PSE2fnk2kYoo5QsdvWo9ljU/vL0="></latexit>

S4



<latexit sha1_base64="gIPfCtTbSDSGoPT+/EiUKr3wZOQ="></latexit>

k(x)

Coordneu 
 Tableau de coordonnées des sommets

Structures de données pour un maillage triangulaire
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<latexit sha1_base64="KYbEpH5+DyfEBGlYAkvFx8VfuLA="></latexit>

TNe

Refneu 
Références des 

sommets

<latexit sha1_base64="1h6H+3gFcf9ogcXyThQw6foT+qs="></latexit>

1
...
0
...
0

tabtri 
 Tableau des triangles

Reftri 
Références des 

triangles

<latexit sha1_base64="J3Hyl5mUFcUZHEc6RcYA4h/d6qc="></latexit>

1
...
2
...
1

<latexit sha1_base64="1jeHOeVPzUjxMo2Ua1uGkAuK8IA="></latexit>

T1 1 3 4
...

...
...

...
Tl i j k
...

...
...

...
TNe

l m Ns

<latexit sha1_base64="mJtR7A0QHztOUIord+EQ4uITNko="></latexit>

S1 x1 y1
...

...
...

S i xi yi
...

...
...

SNs
xNs

yNs

Théorème: Relations d’Euler en 2D
<latexit sha1_base64="mGtbu47GV46ruO9yJkCUH5FXNzA="></latexit>

Ne = 2Ns �Nb � 2

Na = 3Ns �Nb � 3

<latexit sha1_base64="1cdA2xR24koiU8RUfXmVYVA1Vg4="></latexit>

Ns : Nombre de sommets
Nb : Nombre de sommets sur le bord
Ne : Nombre de triangles
Na : Nombre d’arêtes

<latexit sha1_base64="/C92JAYx1Md6t06njdBXUX0Ee5Y="></latexit>

T1

<latexit sha1_base64="NYbW3BShIaNfnIuTQ7VXcCFNKT0="></latexit>

Tl

<latexit sha1_base64="0WtvLI+nyYnmSaq8PUDAGJ5Jc+w="></latexit>

S1

<latexit sha1_base64="UIiaKhsFLPqk+iklMBSocyU8tBA="></latexit>

S i

<latexit sha1_base64="CfonaCTuptCH2fz//R1v7bfqRc0="></latexit>

S j

<latexit sha1_base64="0OngBkfJdQrKhDpW9KJqq1HImAc="></latexit>

Sk

<latexit sha1_base64="WY1rRrmd4opTXizttxnH9uFSRBo="></latexit>

S l

<latexit sha1_base64="bIfKg7Au6jmCtS5j/vdGoZnU2GA="></latexit>

Sm

<latexit sha1_base64="kr6WwhVgXCiG0B2bDKVu8IFTaXk="></latexit>

SNs

<latexit sha1_base64="2uE1U5s5VkekWP++J8Z7f1w1GG8="></latexit>

S3

<latexit sha1_base64="PSE2fnk2kYoo5QsdvWo9ljU/vL0="></latexit>

S4
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Éléments finis de Lagrange P1
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Définition:

où
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<latexit sha1_base64="tiSLh+T5JwDJWWStw/sONzFLr/A="></latexit>

P1(Tl ) =
n
u : Tl 3 (x , y) 7! ax + by + c 2 R, (a, b, c) 2 R

o
.

<latexit sha1_base64="eHy32Pbnw6pn7PvaDhLubFFUACE="></latexit>

P1 ou P2

<latexit sha1_base64="IXF9HNVu/0boYXlsOGPZyxVn9LE="></latexit>

Vh =
n
vh ∈ C0(Ω) , ∀0 ≤ l ≤ Ne , vh

��
Tl

∈ P1(Tl )
o

<latexit sha1_base64="U5yxcvuz3VqTvX+WJFnwHnYQFYI="></latexit>

Tl

Remarque:! soit           . Pour déterminer entièrement    sur un triangle    , il suffit de 
la connaitre en 3 points non alignés (par exemple les 3 sommets)

<latexit sha1_base64="F3ylQo8G/O4HqVDcuWqDp9PskKc="></latexit>

Tl
<latexit sha1_base64="16uKVVGFxtOZnSe+x/XjCrhXGeE="></latexit>

vh ∈ Vh
<latexit sha1_base64="16uKVVGFxtOZnSe+x/XjCrhXGeE="></latexit>

vh ∈ Vh

De plus, sa restriction à un segment non réduit à un point est déterminée  
entièrement par les valeurs qu’elle prend aux deux extrémités de ce segment.

Proposition
<latexit sha1_base64="fSLGsu0Rx9LOPKjWoqLZaSeb/dw="></latexit>

Vh ⊂ H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="U5yxcvuz3VqTvX+WJFnwHnYQFYI="></latexit>

Tl

Preuve: Soit           , on a tout d’abord 
<latexit sha1_base64="16uKVVGFxtOZnSe+x/XjCrhXGeE="></latexit>

vh ∈ Vh

<latexit sha1_base64="1BO7arxFSbyGRNSUaG/CuvYqbQs="></latexit>

∀l ∈ {1, ... ,Ne}, vh
��
Tl

∈ C
1(Tl ) ⊂ H

1(Tl )
<latexit sha1_base64="h5Y8GFu8HSEnxjK3kqQXW5x1zyI="></latexit>

Ti Soit                 , pour que                    , il faut et il suffit que     soit continue à 
l’interface, ce qui est le cas. 

<latexit sha1_base64="3lp10kI+ej7YYKS3z0+Tsb0TkJ8="></latexit>

Q = Ti ∪ Tl

<latexit sha1_base64="wbzQhm7WBN89HIFiSNl5Jn4eYyo="></latexit>

vh
��
Q ∈ H

1(Q)
<latexit sha1_base64="16uKVVGFxtOZnSe+x/XjCrhXGeE="></latexit>

vh ∈ Vh

voir le TD1, exo2
     étant     dans chaque triangle et continue aux interfaces entre les triangles, elle est

<latexit sha1_base64="16uKVVGFxtOZnSe+x/XjCrhXGeE="></latexit>

vh ∈ Vh

<latexit sha1_base64="KS0rtlxTqn2qoy94w2+68ahLSP4="></latexit>

C1
<latexit sha1_base64="BMRrh1FWLLkfeuJzk6Isvf4yd8U="></latexit>

H
1.



• c’est une famille libre: 

• c’est une famille génératrice:

20

Théorème:
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Ces deux fonctions coïncident sur chaque sommet donc sur chaque triangle  
et chaque arête donc sur    .

<latexit sha1_base64="L5cMV/1Sg+xmaKZwgtgNon2jthc="></latexit>

⌦

6.2. DISCRETIZATION VIA FEM 104

(ṽ− v) · e1 = 0,
(ṽ− v) · e2 = 0.

In this case we get a system of two linear equations for two unknowns, and can easily compute
the optimal vector ṽ.

Now a harder question: suppose we want to solve a standard Poisson problem

∆u = f .

How do we check whether a given function ũ is the best possible solution? The basic picture still
applies, except that our bases are now functions φ instead of finite-dimensional vectors ei, and the
simple vector dot product · gets replaced by the L2 inner product. Unfortunately, when trying to
solve a Poisson equation we don’t know what the correct solution u looks like (otherwise we’d
be done already!). So instead of the error ũ− u, we’ll have to look at the residual ∆ũ− f , which
measures how closely ũ satisfies our original equation. In particular, we want to “test” that the
residual vanishes along each basis direction φj:

⟨∆ũ− f , φj⟩ = 0,

again resulting in a system of linear equations. This condition ensures that the solution behaves
just as the true solution would over a large collection of possible “measurements.”

Next, let’s work out the details of this system for a triangulated surface. The most natural
choice of basis functions are the piecewise linear hat functions φi, which equal one at their associated
vertex and zero at all other vertices:

vi

At this point you might object: if all our functions are linear, and ∆ is a second derivative,
aren’t we just going to get zero every time we evaluate ∆u? Fortunately we’re saved by Green’s
identity—let’s see what happens if we apply this identity to our triangle mesh, by breaking up the
integral into a sum over individual triangles σ:

⟨∆u, φj⟩ = ∑k⟨∆u, φj⟩σk

= ∑k⟨∇u,∇φj⟩σk + ∑k⟨N ·∇u, φj⟩∂σk .

If the mesh has no boundary then this final sum will disappear since the normals of adjacent
triangles are oppositely oriented, hence the boundary integrals along shared edges cancel each-other
out:

<latexit sha1_base64="bidz2mUxKsigdC++Q9IHGXqE00c="></latexit>

)8

<latexit sha1_base64="wosQgo6rXAoq6pIM1aqhwKUvBX4="></latexit>L’espace Vh est un espace vectoriel de dimension N = Ns dont une base est donnée par les fonctions
affines par morceaux sur chaque triangle (φi )1≤i≤Ns

∈ Vh définies par

φi (S j ) = δji =

{
1, si i = j ,

0, sinon.

Éléments finis de Lagrange P1
<latexit sha1_base64="eHy32Pbnw6pn7PvaDhLubFFUACE="></latexit>

P1 ou P2

<latexit sha1_base64="/n9A4kgLllTsHmvtySFX4sBuSHE="></latexit>

Soit (v1, · · · , vNs ), tel que
<latexit sha1_base64="kUzsLTF3nl8inCIkijQusybzJ6s="></latexit>

∀x ∈ Ω, ∑
1≤i≤Ns

v iφi (x) = 0

<latexit sha1_base64="RCZCLgXekIpxeolBIU63KAPfUCo="></latexit>

⇒ ∀1 ≤ j ≤ Ns , ∑
1≤i≤Ns

v iφi (S j ) = 0
<latexit sha1_base64="wUAIO+aHGrS0PyGnNUD2cW4PoT0="></latexit>

⇒ ∀1 ≤ j ≤ Ns , v j = 0

Preuve: 

<latexit sha1_base64="sqmOZI7jsQ0lVJi6zzCebhuoIu8="></latexit>

Support φi =
⋃

l , Si∈Tl

Tl

<latexit sha1_base64="9+0SA6Ev226Ui2PiIdzW71/kgvY="></latexit>

∀vh ∈ Vh vh = ∑
1≤i≤Ns

vh(S i )φiCorollaire.

<latexit sha1_base64="Nxivx+Z6TGkgjY6sh4HqVBmBGi4="></latexit>

vh ∈ vh et evh := ∑
1≤i≤Ns

vh(S i )φiSoient



Les coordonnées barycentriques: du global au local

Preuve : Les coordonnées barycentriques sont affines sur    et vérifient
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<latexit sha1_base64="NYbW3BShIaNfnIuTQ7VXcCFNKT0="></latexit>

Tl

tabtri 
 Tableau des triangles

<latexit sha1_base64="1jeHOeVPzUjxMo2Ua1uGkAuK8IA="></latexit>

T1 1 3 4
...

...
...

...
Tl i j k
...

...
...

...
TNe

l m Ns

Proposition:
<latexit sha1_base64="YWVqM0VvahvBxY+T/Utn13CbNBg="></latexit>

fi |Tl
, fj |Tl

et fk |Tl
sont les coordonnées barycentriques associées respectivement aux points S l

1 = S i ,
S l
2 = S j , S l

3 = Sk

Numérotation 
globale: 

<latexit sha1_base64="8qMlFVSYbWK28yljejpp1F/TbJ0="></latexit>

1 2 3

Numérotation 
locale à l’élément

<latexit sha1_base64="U5yxcvuz3VqTvX+WJFnwHnYQFYI="></latexit>

Tl

<latexit sha1_base64="7udWfTpGcQMDWNJidVHlXbD6XE0="></latexit>

8(ı̂, ⌘̂) 2 {1, 2, 3}2, ll
ı̂ (S

l
⌘̂ ) = d⌘̂ı̂

<latexit sha1_base64="U5yxcvuz3VqTvX+WJFnwHnYQFYI="></latexit>

Tl

<latexit sha1_base64="2EEM/Gi4FdWnZP/HAMwpiCClyRs="></latexit>

S i = S l
1

<latexit sha1_base64="WAld0ilhzrp56Wn+kHZ/a+DBkfI="></latexit>

S j = S l
2

<latexit sha1_base64="zB2BUfEiUFXw5J5F/ppVKQ4zjEU="></latexit>

Sk = S l
3

Caractérisation des fonctions de base sur chaque triangle

<latexit sha1_base64="2p+cfW1KU7xZdCL7Bd8qA+aQQZw="></latexit>

8M 2 Tl , M = ll
1(M)S l

1 + ll
2(M)S l

2 + ll
3(M)S l

3
<latexit sha1_base64="aepbpHVrdVNotoOAMjjDD9PACxc="></latexit>

8M 2 Tl , 8ı̂ 2 {1, 2, 3}, 0  ll
ı̂ (M)  1

<latexit sha1_base64="YPP8kw1/ar/4+5HOEnO1pMm8pw0="></latexit>

ll
1(M) + ll

2(M) + ll
3(M) = 1

Rappel : 



<latexit sha1_base64="2p+cfW1KU7xZdCL7Bd8qA+aQQZw="></latexit>

8M 2 Tl , M = ll
1(M)S l

1 + ll
2(M)S l

2 + ll
3(M)S l

3
<latexit sha1_base64="aepbpHVrdVNotoOAMjjDD9PACxc="></latexit>

8M 2 Tl , 8ı̂ 2 {1, 2, 3}, 0  ll
ı̂ (M)  1

<latexit sha1_base64="YPP8kw1/ar/4+5HOEnO1pMm8pw0="></latexit>

ll
1(M) + ll

2(M) + ll
3(M) = 1

Rappel : 

Les coordonnées barycentriques
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<latexit sha1_base64="1av1Lx0vGlQ6yLTiYF0KNEBruXE="></latexit>

ll
1(x , y) =

1

Dl

h
(y l2 � y l3)(x � x l3)� (x l2 � x l3)(y � y l3)

i

ll
2(x , y) =

1

Dl

h
(y l3 � y l1)(x � x l1)� (x l3 � x l1)(y � y l1)

i

ll
3(x , y) =

1

Dl

h
(y l1 � y l2)(x � x l2)� (x l1 � x l2)(y � y l2)

i

<latexit sha1_base64="ZK0TkwC51zaM7MGeJR8Ag9laI5E="></latexit>

)

<latexit sha1_base64="xrqckqgvWbGHcf7BktoK28hvbwo="></latexit>

Dl = (x l2 � x l3)(y
l
3 � y l1)� (y l2 � y l3)(x

l
3 � x l1),où

<latexit sha1_base64="NYbW3BShIaNfnIuTQ7VXcCFNKT0="></latexit>

Tl

<latexit sha1_base64="2EEM/Gi4FdWnZP/HAMwpiCClyRs="></latexit>

S i = S l
1

<latexit sha1_base64="WAld0ilhzrp56Wn+kHZ/a+DBkfI="></latexit>

S j = S l
2

<latexit sha1_base64="zB2BUfEiUFXw5J5F/ppVKQ4zjEU="></latexit>

Sk = S l
3

<latexit sha1_base64="XHW85OPwVb66HTrGHmu33wAyKXk=">AAAa03icxVlbb9s2FHZ27bxbur0M2YuwLEC3pYGdtN06oEA2u0u6NmnW3ApYTkBLlM1Gt5GUY5UVNgx73Y/b4/7CfsUOJV9kkkq2h2QCEovk+T4enXN4zpHdi33CeKPx18Jrr7/x5ltv33in/u5773/w4eLNj45YlFAHHzqRH9HnPcSwT0J8yAn38fOYYhT0fHzcO2vJ9eMhpoxE4QFPY9wNUD8kHnEQh6nTxb9Hp80T37J9gL </latexit>

x l1ll
1(x , y) + x l2ll

2(x , y) + x l3ll
3(x , y) = x

y l1ll
1(x , y) + y l2ll

2(x , y) + y l3ll
3(x , y) = y

ll
1(x , y) + ll

2(x , y) + ll
3(x , y) = 1

1                               0

Colormap

<latexit sha1_base64="Cxr8A75MnCffj06W4CvviedWeHQ="></latexit>

ll
1(x , y)

<latexit sha1_base64="v8Jywg3ARE6wr2Awd97TiNfZr5w="></latexit>

ll
2(x , y)

<latexit sha1_base64="9+aV4LbBcL84BVozoWLCvkF7eZM="></latexit>

ll
3(x , y)

<latexit sha1_base64="2EEM/Gi4FdWnZP/HAMwpiCClyRs="></latexit>

S i = S l
1

<latexit sha1_base64="WAld0ilhzrp56Wn+kHZ/a+DBkfI="></latexit>

S j = S l
2

<latexit sha1_base64="zB2BUfEiUFXw5J5F/ppVKQ4zjEU="></latexit>

Sk = S l
3
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Lemme:
<latexit sha1_base64="JfxmhbkGpUbI3EUfnIcu8Xn1F/0="></latexit>

Soit (k1, k2, k3) 2 N3, alors
Z

Tl

(ll
1)

k1(ll
2)

k2(ll
3)

k3 d⌦ = 2
k1!k2!k3!

(k1 + k2 + k3 + 2)!
|Tl |

Matrice de masse
• On décompose le calcul de chaque terme de la matrice                     sur les triangles 
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<latexit sha1_base64="vF8UBXVDGozRu2S+BEtM4S9clic="></latexit>

M ∈ MNs
(R)

<latexit sha1_base64="Ly2Qjc8nPLa9B5b+4IFyy9QT+Dc="></latexit>

∀(i , j) ∈ J1,NsK2, Mij =
∫

Ω
φj (x)φi (x) dΩ = ∑

Tl∈Th

∫

Tl

φj (x)φi (x) dΩ

<latexit sha1_base64="8ty3W1XCS9vwwukBvJ3BfKqsgec="></latexit>

Mel
l =

|Tl |
12

0

@
2 1 1
1 2 1
1 1 2

1

A

• On en déduit

<latexit sha1_base64="LDqPPozTshkaasoMngcgSaKJwjE="></latexit>

8(ı̂, ⌘̂) 2 J1, 3K2, (Mel
l )

ı̂,⌘̂ =
Z

Tl

ll
⌘̂(x)l

l
ı̂ (x) d⌦

<latexit sha1_base64="rBbXnofxDpR7SX+rkyqCxYey3TQ="></latexit>

Mel
l 2 M3(R)• On est ramené à calculer des quantités contenues dans



Matrice de rigidité
• On décompose le calcul de chaque terme de la matrice                     sur les triangles  

• On est donc ramené à calculer 
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<latexit sha1_base64="gSGK91bs+/yeD2u7FVOCzENr3fE=">AAAcC3icxVlbc+O2FdY6vcTqLZs+dfyCqeuZtGN7JLlJu53ZGbdSYqd </latexit>

r ll
1(x , y) =

1

Dl

✓
y l2 � y l3
x l3 � x l2

◆
=

1

Dl
nl1, r ll

2(x , y) =
1

Dl

✓
y l3 � y l1
x l1 � x l3

◆
=

1

Dl
nl2, r ll

3(x , y) =
1

Dl

✓
y l1 � y l2
x l2 � x l1

◆
=

1

Dl
nl3.

<latexit sha1_base64="AAQSNTx9ZIEmJzgIMiaZyeepSVA="></latexit>

∀(i , j) ∈ J1,NsK2, Kij =
∫

Ω
∇ φj (x) ·∇ φi (x) dΩ = ∑

Tl∈Th

∫

Tl

∇ φj (x) ·∇ φi (x) dΩ

<latexit sha1_base64="4IapcmAMsezhdlevkNioosGawvs="></latexit>

K ∈ MNs
(R)

<latexit sha1_base64="VrTkZG3r4vUYVwNh0ELbvE/0M8U="></latexit>

Kel
l ∈ M3(R)

où les gradients des coordonnées barycentriques sont constants

<latexit sha1_base64="S9yqM04/XY324kQajd58Hq5WdHA="></latexit>

∀(ı̂, ̂) ∈ J1, 3K2, (Kel
l )

ı̂,̂ =
∫

Tl

∇ λl
̂(x) ·∇ λl

ı̂ (x) dΩ

Remarque:!

On verra la prochaine fois, une autre méthode pour calculer les matrices élémentaires, qui passe par  
l’ « élément fini référence ».

<latexit sha1_base64="1Lm+1ZusEA83AGmqfqtAyvV7RQw="></latexit>

(Kel
l ) =

aire(Tl )

D2
l

(νl1 νl2 νl3)
ᵀ
(νl1 νl2 νl3)

• On en déduit
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Procédure d’assemblage
Elle est basée sur la structure des données du maillage 
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<latexit sha1_base64="0WtvLI+nyYnmSaq8PUDAGJ5Jc+w="></latexit>

S1

<latexit sha1_base64="2uE1U5s5VkekWP++J8Z7f1w1GG8="></latexit>

S3

<latexit sha1_base64="UIiaKhsFLPqk+iklMBSocyU8tBA="></latexit>

S i

<latexit sha1_base64="CfonaCTuptCH2fz//R1v7bfqRc0="></latexit>

S j
<latexit sha1_base64="0OngBkfJdQrKhDpW9KJqq1HImAc="></latexit>

Sk
<latexit sha1_base64="WY1rRrmd4opTXizttxnH9uFSRBo="></latexit>

S l

<latexit sha1_base64="bIfKg7Au6jmCtS5j/vdGoZnU2GA="></latexit>

Sm

<latexit sha1_base64="/C92JAYx1Md6t06njdBXUX0Ee5Y="></latexit>

T1
<latexit sha1_base64="kr6WwhVgXCiG0B2bDKVu8IFTaXk="></latexit>

SNs

<latexit sha1_base64="KYbEpH5+DyfEBGlYAkvFx8VfuLA="></latexit>

TNe

<latexit sha1_base64="NYbW3BShIaNfnIuTQ7VXcCFNKT0="></latexit>

TlRefneu 
Références des 

sommets

<latexit sha1_base64="1h6H+3gFcf9ogcXyThQw6foT+qs="></latexit>

1
...
0
...
0

Reftri 
Références des 

triangles

<latexit sha1_base64="2v6pLkhgEaPxXmXDAv3WY44QlPI="></latexit>

1
...
1
...
1

Coordneu 
 Tableau de coordonnées des sommets

tabtri 
 Tableau des triangles

<latexit sha1_base64="1jeHOeVPzUjxMo2Ua1uGkAuK8IA="></latexit>

T1 1 3 4
...

...
...

...
Tl i j k
...

...
...

...
TNe

l m Ns

<latexit sha1_base64="mJtR7A0QHztOUIord+EQ4uITNko="></latexit>

S1 x1 y1
...

...
...

S i xi yi
...

...
...

SNs
xNs

yNs

<latexit sha1_base64="1cdA2xR24koiU8RUfXmVYVA1Vg4="></latexit>

Ns : Nombre de sommets
Nb : Nombre de sommets sur le bord
Ne : Nombre de triangles
Na : Nombre d’arêtes

<latexit sha1_base64="PSE2fnk2kYoo5QsdvWo9ljU/vL0="></latexit>

S4

<latexit sha1_base64="IPsr9V/cUdr6cRmASYWVo5+Xpv0="></latexit>

uh, vh ∈ Vh, a(uh, vh) =
∫

Ω
[∇ uh ·∇ vh + uhvh] dΩ = ∑

Tl

al (uh, vh)

où al (uh, vh) =
∫

Tl

[∇ uh ·∇ vh + uhvh] dΩ

et sur le fait qu’on cherche à calculer 
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<latexit sha1_base64="mzCnJZrYvdFMwhTghymoAl0j1LM="></latexit>

A ← 0;
/* Boucle sur les triangles */
for ! ∈ {1, ... ,Ne} do

/* Coordonnées des sommets du triangle */
SI , SJ , SK ← Coordneu(tabtri(!, :));
/* Calcul de la matrice élémentaire */
Ael

! ← SI , SJ , SK ;
/* Boucle sur les indices */
for ı̂ ∈ {1, 2, 3} do

I = tabtri(!, ı̂);
for ̂ ∈ {1, 2, 3} do

J = tabtri(!, ̂);
/* Contribution du triangle T! */
AI ,J ← AI ,J + (Ael

! )
ı̂,̂

end
end

end

<latexit sha1_base64="RnKLSsmoQ0Ot0jktIHpb4lU77WM="></latexit>

Ael
l =

0

@
al (f1, f1) al (f3, f1) al (f4, f1)
al (f1, f3) al (f3, f3) al (f4, f3)
al (f1, f4) al (f3, f4) al (f4, f4)

1

A

<latexit sha1_base64="cRltmHRAYZuIS2R+YdKSDyZeLcE="></latexit>

A =

<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤

<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
1 3 4

1
3
4

<latexit sha1_base64="0WtvLI+nyYnmSaq8PUDAGJ5Jc+w="></latexit>

S1

<latexit sha1_base64="2uE1U5s5VkekWP++J8Z7f1w1GG8="></latexit>

S3

<latexit sha1_base64="/C92JAYx1Md6t06njdBXUX0Ee5Y="></latexit>

T1

<latexit sha1_base64="PSE2fnk2kYoo5QsdvWo9ljU/vL0="></latexit>

S4

<latexit sha1_base64="q1eE04ZX629PRfQjU82xgSuEmbs="></latexit>

+ <latexit sha1_base64="q1eE04ZX629PRfQjU82xgSuEmbs="></latexit>

+

<latexit sha1_base64="q1eE04ZX629PRfQjU82xgSuEmbs="></latexit>

+

<latexit sha1_base64="q1eE04ZX629PRfQjU82xgSuEmbs="></latexit>

+

<latexit sha1_base64="q1eE04ZX629PRfQjU82xgSuEmbs="></latexit>

+

<latexit sha1_base64="q1eE04ZX629PRfQjU82xgSuEmbs="></latexit>

+
<latexit sha1_base64="q1eE04ZX629PRfQjU82xgSuEmbs="></latexit>

+
<latexit sha1_base64="q1eE04ZX629PRfQjU82xgSuEmbs="></latexit>

+

<latexit sha1_base64="q1eE04ZX629PRfQjU82xgSuEmbs="></latexit>

+

Coordneu 
 Tableau de coordonnées des 

sommets

tabtri 
 Tableau des triangles

<latexit sha1_base64="mJtR7A0QHztOUIord+EQ4uITNko="></latexit>

S1 x1 y1
...

...
...

S i xi yi
...

...
...

SNs
xNs

yNs

<latexit sha1_base64="KxGCGs+LRIyxggvd4uUm2tDF7jA="></latexit>

S1 x1 y1
...

...
...

S3 x3 y3
S4 x4 y4

...
...

...

<latexit sha1_base64="1jeHOeVPzUjxMo2Ua1uGkAuK8IA="></latexit>

T1 1 3 4
...

...
...

...
Tl i j k
...

...
...

...
TNe

l m Ns
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<latexit sha1_base64="CGzpeOe7VGOAX+1h1S3i60B/DEo="></latexit>

Ael
l =

0

@
al (fi , fi ) al (fj , fi ) al (fk , fi )
al (fi , fj ) al (fj , fj ) al (fk , fj )
al (fi , fk ) al (fj , fk ) al (fk , fk )

1

A

Coordneu 
 Tableau de coordonnées des 

sommets

tabtri 
 Tableau des triangles

<latexit sha1_base64="1jeHOeVPzUjxMo2Ua1uGkAuK8IA="></latexit>

T1 1 3 4
...

...
...

...
Tl i j k
...

...
...

...
TNe

l m Ns

29

<latexit sha1_base64="cRltmHRAYZuIS2R+YdKSDyZeLcE="></latexit>

A =

<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤

<latexit sha1_base64="uN11phmmeOOe01XqgLZfzcqH+k8="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="86Dt0enAM8qSx/q8Xo+sGUeSx7A="></latexit>

j
<latexit sha1_base64="+29QFXyQRSm2Cei1jeQ4tYF5L1s="></latexit>

k

<latexit sha1_base64="uN11phmmeOOe01XqgLZfzcqH+k8="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="86Dt0enAM8qSx/q8Xo+sGUeSx7A="></latexit>

j
<latexit sha1_base64="+29QFXyQRSm2Cei1jeQ4tYF5L1s="></latexit>

k+

<latexit sha1_base64="UIiaKhsFLPqk+iklMBSocyU8tBA="></latexit>

S i

<latexit sha1_base64="CfonaCTuptCH2fz//R1v7bfqRc0="></latexit>

S j

<latexit sha1_base64="0OngBkfJdQrKhDpW9KJqq1HImAc="></latexit>

Sk

<latexit sha1_base64="NYbW3BShIaNfnIuTQ7VXcCFNKT0="></latexit>

Tl

<latexit sha1_base64="KCApSGL4+g5aE2U8AX5GWGin67A="></latexit> ...
...

...
S i xi yi
S j xj yj
Sk xk yk

...
...

...

<latexit sha1_base64="mzCnJZrYvdFMwhTghymoAl0j1LM="></latexit>

A ← 0;
/* Boucle sur les triangles */
for ! ∈ {1, ... ,Ne} do

/* Coordonnées des sommets du triangle */
SI , SJ , SK ← Coordneu(tabtri(!, :));
/* Calcul de la matrice élémentaire */
Ael

! ← SI , SJ , SK ;
/* Boucle sur les indices */
for ı̂ ∈ {1, 2, 3} do

I = tabtri(!, ı̂);
for ̂ ∈ {1, 2, 3} do

J = tabtri(!, ̂);
/* Contribution du triangle T! */
AI ,J ← AI ,J + (Ael

! )
ı̂,̂

end
end

end
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<latexit sha1_base64="pNUQE0nONo+hm5Gp1fmzxQvaf70="></latexit>

Ael
l =

0

@
al (fl , fl ) al (fm, fl ) al (fNs

, fl )
al (fl , fm) al (fm, fm) al (fNs

, fm)
al (fl , fNs

) al (fm, fNs
) al (fNs

, fNs
)

1

A

Coordneu 
 Tableau de coordonnées des 

sommets

tabtri 
 Tableau des triangles

<latexit sha1_base64="1jeHOeVPzUjxMo2Ua1uGkAuK8IA="></latexit>

T1 1 3 4
...

...
...

...
Tl i j k
...

...
...

...
TNe

l m Ns

<latexit sha1_base64="KCApSGL4+g5aE2U8AX5GWGin67A="></latexit> ...
...

...
S i xi yi
S j xj yj
Sk xk yk

...
...

...

30

<latexit sha1_base64="cRltmHRAYZuIS2R+YdKSDyZeLcE="></latexit>

A =
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤

<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤
<latexit sha1_base64="X4F65kAdTcKerzsUPMrgx52or0w="></latexit>

⇤

<latexit sha1_base64="fdaHz+AII/wGD7/FFsltcxnDig0="></latexit>

m
<latexit sha1_base64="DpZVqxOcxP38kWsYcmBksSltqDs="></latexit>

l
<latexit sha1_base64="+E5+XFTThHG5G2oy+i1xAWV/I6o="></latexit>

Ns

<latexit sha1_base64="fdaHz+AII/wGD7/FFsltcxnDig0="></latexit>

m

<latexit sha1_base64="DpZVqxOcxP38kWsYcmBksSltqDs="></latexit>

l

<latexit sha1_base64="+E5+XFTThHG5G2oy+i1xAWV/I6o="></latexit>

Ns

+

<latexit sha1_base64="WY1rRrmd4opTXizttxnH9uFSRBo="></latexit>

S l

<latexit sha1_base64="bIfKg7Au6jmCtS5j/vdGoZnU2GA="></latexit>

Sm

<latexit sha1_base64="kr6WwhVgXCiG0B2bDKVu8IFTaXk="></latexit>

SNs

<latexit sha1_base64="mzCnJZrYvdFMwhTghymoAl0j1LM="></latexit>

A ← 0;
/* Boucle sur les triangles */
for ! ∈ {1, ... ,Ne} do

/* Coordonnées des sommets du triangle */
SI , SJ , SK ← Coordneu(tabtri(!, :));
/* Calcul de la matrice élémentaire */
Ael

! ← SI , SJ , SK ;
/* Boucle sur les indices */
for ı̂ ∈ {1, 2, 3} do

I = tabtri(!, ı̂);
for ̂ ∈ {1, 2, 3} do

J = tabtri(!, ̂);
/* Contribution du triangle T! */
AI ,J ← AI ,J + (Ael

! )
ı̂,̂

end
end

end



Matrice creuse
• Memoire 

• N = 45113 
• Si la matrice etait stockée comme une matrice pleine  
(en stockant les zéros!) 
16.2 GB in memory 

• Si la matrice est stockée comme une matrice creuse 
5.3 MB 

• Le squelette de la matrice peut en fait être construit  
a priori
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Coefficient non nul



Calcul du second membre

• On peut approcher f par interpolation si  

et dans ce cas, on approche le second membre de la façon suivante
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<latexit sha1_base64="bW5Hp8YtN7dU6MiNa9N1HC3nMKc="></latexit>

~̀
h = Mh~fh

<latexit sha1_base64="u4vbAr9yJ5N4IA137nz6cDeEEJQ="></latexit>

8v 2 Vh, `h(v) =
Z

⌦
fh(x)v(x) d⌦

<latexit sha1_base64="uwvGNeon5n93cwxJ72RQ/d82l2Q="></latexit>

f ' fh = Â
1jN

f (S j )fj

<latexit sha1_base64="PpGiEP8YotNqwYCnAeZmQYiyiic="></latexit>

f ∈ C0(Ω̄)

<latexit sha1_base64="z4rgQXS0RcZTtmHh5aRjuMS3KnA="></latexit>

!i =
∫

Ω
f φi dΩ ≈ ∑

1≤j≤Ns

f (S j )
∫

Ω
φj φi dΩ = !ih avec 

• Cela revient à résoudre une formulation variationnelle discrète approchée 
<latexit sha1_base64="pP8KbiVDMUMRhrrUA3fUYg53tmM="></latexit>

Trouver ũh ∈ Vh tel que a(ũh, vh) = !h(vh) ∀vh ∈ Vh

où 

On verra que l’approximation de la méthode n’est pas altérée par une telle approximation.

voir Amphi 6



Illustration numérique pour des maillages de plus en plus raffinés
• On considère
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<latexit sha1_base64="ZhccGfhJlwTr0k4r0te5ZhqXoB8="></latexit>

f : (x , y) 7! cos(2px)cos(2py)



Prochaine Séance : La méthode des éléments finis (suite)

34

Le TP1 est à faire seul. Restez dans votre groupe de TP. 
Sans aide extérieure. 

Il n’est pas obligatoire de rendre le TP mais c’est recommandé. 
TP à envoyer à votre chargé.e de TD. 

Bonus de max 3 points sur la note de TP. 


