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Théoréme de Lax Milgram
On s'intéresse au probléme suivant

Trouver 1 € V telle que a(u,v)=4~L(v), VvevV (F.V.)

OU ON SUppose que:
o (V,||']|v) est un espace de Hilbert

e a est une forme bilinéaire de V x V dans IR qui est

e continue, c'est a dire

IM, > 0, Vv,w € V, la(v,w)| < Ma||v|lv |w| v
e coercive, c est a dire

a>0 VveV, a(v,v) Z(XHVH%/
o { est une forme linéaire de V dans IR qui est continue, c'est a dire
M, >0, Vv e V,  [0(v)] < My|lv|ly

Alors il existe une unique solution v dans V de (F.V.),
et cette solution dépend continiment des données, c est a dire
M,

<
oy < =
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Preuve du théoréme de Lax Milgram

Etape 1 : Ecriture de (F.V.) sous la forme « opérateur »

Rappel (Théoréme de représentation de Riesz, voir Cours 1 ou Chapitre 2)

Soit £ : V — IR une forme linéaire sur un espace de Hilbert V qui est continue, c'est adire 1C >0, Vv e V, [l(v)| < C|lv|y

alors il existe un unique F € V/ (appelé représentant de Riesz) tel que Vv € V, f(v) = (F,v)y

o L'application v — £(v) est une forme linéaire continue sur V, donc
il existe F €V telque VveV, {l(v)=(F,v)y

o Pour tout w dans V, I'application ay : v — a(w, v) est une forme linéaire continue sur V, donc il existe un
élément de V noté A(w) tel que

VveV, aw(v)=alw,v)=_(Aw)v)y

La bllmearlte de a entralne Ia Imearlte de A W +— A |ZA faire en exercice
La continuité de a entrafne la continuité de A: w — A
Vw e V, AW I3 = (A(w), A(w))y = a(w, A(w)) < Ma|lw|y HA(W)HV = VweV, JAw)|y < M;|lw|y
Définition de A Continuité de a
Le probléme variationnel (F.V.) se réécrit : Trouver v € Vtelle que A(u) = F
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Preuve du théoréme de Lax Milgram
Trouver v € Vtelle que A(u) = F

Etape 2 : Preuve de la bijectivité de A
Pour démontrer le théoréme, il faut donc montrer que A est bijectif de V dans V (ce qui implique I'existence et

"unicité de u).
o L'injectivité de A (et donc I'unicité de 1) est une conséquence directe de la coercivité de a
Vwe V., alwl} < a(w,w) = (Aw), w)y < [AW)vIwly = vwev, AWy >alwly Y¢

Coercivité de a Définition de A

o La surjectivité de A (et donc I'existence de /) est plus délicate a prouver
1) On montre tout d'abord que Im A est un sous espace fermé de V.

Soit (A(wp))nenN une suite de Im A qui converge vers b € V. Montrons que b € Im A.
Drapres ¢ 1w — wplly < [/A(wn) — A(wp) [y — 0 quand n,p — +0 car(A(wa))en: comerse
Donc (Wn)neN est une suite de Cauchy de V, comme V est complet, cette suite converge vers w € V.

Par continuité de A, (A(wpn))neN converge vers A(w) et donc A(w)=b soit b € Im A.

2) On montre enfin que Im A = V.
Comme V est un espace de Hilbert et Im A est fermé alors V = ImA® (ImA)~ Il voir Proposition 3.2.5
Soit v € (ImA)™*, la coercivité de a implique que «]|v| %/ <a(v,v)=(A(v),v)y =0 = v=0
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Preuve du théoréme de Lax Milgram

Trouver v € Vtelle que A(u) = F

Etape 2 : autre démonstration basée sur le théoreme de point fixe de Picard.

Soit T une application linéaire sur un espace de Hilbert V qui est contractante alors T a un unique point fixe,
c'est a dire un unique v € V tel que T(u)=uw.

Preuve du théoréme du point fixe de Picard.

En effet, soit une suite définie par ux11 = T(ux), comme T est contractante cette suite est de Cauchy et
comme V est un espace de Hilbert, elle converge vers une fonction u et T(u)=u car T est continue.

Application a notre probléme.

, . 2
On montre que I'application T: w — w — p(A(w) — f) avec 0 < p < <% est contractante. En effet, on a

2
[T(v) =TIy, = [[v —w —pA(v = w)|l§, ’
= lv—wlV —2pa(v—w,v—w)+p*[A(v = w)]l},
< (1—2pa + p2 Mg) |v — WH%/ par coercivité de a et continuité de A.
< Bllv—wl$, avec0< B <1

Il existe alors une unique solution dans V de T(u)=u (c'est a dire de A(u)=f)
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Preuve du théoréme de Lax Milgram

Trouver v € V telle que A(uv) = F

Etape 3 : stabilité

On vient de démontrer qu'il existe une unique solution de

Trouver 1 € Vtelle que a(u,v)=4~L(v), VvevV

On a en particulier pour v=u:

“U%/T a(u, u) = £(u) T Mg ||l v

a est coercive ¢ est continue

Et si £ #= Oalors v #= Oet on en déduit que

< =
ully <=~
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Quelques remarques sur la coercivité

o L'hypothése “a coercive” ne peut pas étre remplacée par a définie positive Vv €V \{0};-:-alv,v) >0

Voir le TD3-Exol.

o Si Vve V\{0}, a(v,v) <0 alorsil faut prouver la coercivité sur -a.

o SidveV\{0}, a(viv)=0 ousi3v, € V\{0}, lim aﬁVn'H;ﬂ _
o0 Vn \/

alors a n'est pas coercive dans V' x V.
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Probleme modeéle avec conditions de type Robin

Soit © C RY un ouvert borné de frontieredQ suffisamment réguliére. Soient f € L?(Q), g € L?(9Q),A > 0

Vu-n+Au=g surdfl

f

On cherche 1 € Hl(Q) solution de {Au +u=f dans

V = HY(Q)

o a est une forme bilinéaire de H(Q) x HY(Q) qui est continue : (preuve au tableau)

Continuité de I'application trace : 3Cy >0, Vv eHY(Q), HV‘BQHLZ(aQ) < Gol|v][H1(q)
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Probleme modeéle avec conditions de type Robin

Soit © C RY un ouvert borné de frontieredQ suffisamment réguliére. Soient f € L?(Q), g € L?(9Q),A > 0

o V = HY(Q) munide]- |H1(q) est un espace de Hilbert.

o a est une forme bilinéaire de H*(Q) x H(Q) qui est continue et coercive : (preuve au tableau)

o U est une forme linéaire de H(Q) qui est continue (preuve au tableau)

D'apres le théoreme de Lax-Milgram, il existe donc une unique solution « dans H! () de ce probléme et
lull i) < Il + Collglliz(an)
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Probleme de Dirichlet homogéne

Soit Q C RY un ouvert borné de frontiéredQ suffisamment réguliére. Soit f € L%(Q).

On cherche 1 € H1(Q) solution de | —Au+u=f dansQ
u=20 sur 02

On cherche 1 € solution de Vv €[Hg(R2),
()

V = Hj

/zu-YVdQ—I—/ uvdSQ
(2 (2

'

a(u, v) {(v)

| - [[1(q) est un espace de Hilbert, en tant que sous espace fermé de H(Q)

o V = H(Q) muni de
» a est une forme bilinéaire de H3(Q) x H3(Q) qui est continue : (preuve au tableau)

et coercive : (preuve au tableau)

o { est une forme linéaire de H3(Q)qui est continue (preuve au tableau)

D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe donc une unique solution v dans H&(Q) de ce probléme et

[l ) < IIfll2q)
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Le laplacian avec conditions de Dirichlet

Soit Q C RY un ouvert borné de frontiéredQ suffisamment réguliére. Soit f € L%(Q).

On cherche 1 € HY(Q) solution de {Au = f dans A

=20 sur 02

On cherche 1 € solution de Vv €[Hg(R2),
()

V = Hj

£(v)

| - [[1(q) est un espace de Hilbert, en tant que sous espace fermé de H(Q)

o V = H(Q) muni de
» a est une forme bilinéaire de H3(Q) x H3(Q) qui est continue : (preuve au tableau)

Est elle coercive 7

20 >0, Vv € Hy(Q), a(v, v) =
C'est beaucoup moins évident d’'établir une telle inégalité que précédemment...

Pensez a v la fonction constante!

Comme on cherche cette inégalité dans H& (Q), on va s'en sortir grace a I'inégalité de Poincaré!
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Inégalité de Poincaré

Theéoreme

Soit Q C RY un ouvert borné de frontieredQ suffisamment réguliére.

C, > 0, Vv € H}(Q), /sz 40 < CP/QNVF 7o,

Idées de la preuve » on le prouve pour v € D(Q) puis on conclut par densité de D(Q) dans H3 () .
Pour v € D(£2) , on prouve l'inégalité en 1D puis on raisonne par cartes locales. @VO;, le TD3-Exo?.

e par |'absurde et en utilisant le théoreme de Rellich (hors programme) @VO;, le TD3-Exob.

A Remarque: Une telle inégalité est fausse dés que v est une constante non nullel

En fait elle est vraie dans tous les espaces dans lesquels la seule fonction constante existante est la
constante nulle:  {v € HY(Q), v|f =0} ou T est une partie de 9

{vEHl(Q),/Qv:O} {vEHl(Q),/v:O} ol O CQ
bn/\

Dans H&(Q), la semi-norme |- |1 := ||V - ||;2 est une norme, équivalente a || - ||y :=[|| - H%z + ||V - H%z]

Corollaire

1/2

'\ INSTITUT
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Le laplacian avec conditions de Dirichlet

Soit Q C RY un ouvert borné de frontiéredQ suffisamment réguliére. Soit f € L%(Q).

On cherche 1 € HY(Q) solution de {Au = f dans A

=20 sur 02

On cherche 1 € solution de Vv €[Hg(R2),
()

V = Hj

o V = H(Q) muni de
e a est une forme bilinéaire de H&(Q) X H&(Q) qui est continue et coercive

e H3Q), VI :/Q [V v[? +v?] d < (1+ Gp) /Q\yvﬁ 40

| - [[1(q) est un espace de Hilbert, en tant que sous espace fermé de H(Q)

1 2 . 2
< Vv eH§Q), a(v,v) = /Q Vv|"di 2 1+ CPHVHHl(m

o { est une forme linéaire de H3 (Q) qui est continue (méme preuve que précédemment)

D'aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe donc une unique solution  dans H&(Q) de ce probléme et
[ullHrQ) < (14 Cp) Il 2(q)
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Le laplacian avec conditions de Neumann

Soit © C RY un ouvert borné de frontiere 9Q suffisamment reguliere. Soient f € LQ(Q), g

On cherche v & Hl(Q) solution de { —Au=1f  dans( A

Vu-n=g surdfl

On cherche 1 €|H* ()| solution de Vv,
V = HY(Q
£(v)
o V =HYQ) ||H1(q) est un espace de Hilbert.

e a est une forme bilinéaire de Hl(Q) X Hl(Q) qui est continue : (méme preuve que précédemment)

o { est une forme linéaire de H* (2) qui est continue (méme preuve que précédemment)

Est ce que a est coercive 7 32a > 0, Vv € HY(Q), a(v,v) = /Q Vv|® dQ > “HVH%—Il(Q)

La réponse est NON : une telle inégalité ne peut étre vérifiée pour v constante.

|Z Voir le TD3-Exo4.
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Le laplacian avec conditions de Neumann

Soit Q C RY un ouvert borné de frontiere 9Q suffisamment reguliere. Soient f € LQ(Q), g

On cherche 1 € HY(Q) solution de {m A

Viu-n= sur 02

On cherche « E solutlon de Vv,

V = HY(Q

o Il n'y a pas unicité de la solution dans H(Q)

Supposons qu'il existe une solution u alors u + toute fonction constante est également solution!

o Il n'y a pas nécessairement solution!

Si il existe une solution u dans H'(QQ) alors en prenant v=1 dans la (F.V.) on trouve

t/fdQ+ gdlh =0
Q) 02

Si cette condition sur f et g n'est pas vérifiée, il ne peut pas exister de solution!
@Voir le TD3-Exo4
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Le laplacian avec conditions de Neumann

Soit Q C RY un ouvert borné de frontiere 9Q suffisamment reguliere. Soient f € LQ(Q), g

On cherche v & Hl(Q) solution de { —Au=1f  dans( A

Vu-n=g surdfl

0

On cherche 1 € H(Q) solution de Vv € HY(Q),

o Ce probléme n’est pas bien posé dans Hl(Q)

o Si / fdQ—I—/ gdl =0 et sion cherche u dans V := {v € H}(Q), /deQ=O}
9 02

on montre que le probléme : On cherche v € V solution de Vv € V,

[ Vu-Tvda= | fvda+ | gv|,gdr
(2 (2 02

—Au=f dans 2
On cherche 1 € Hl(Q) solution de fQ udQ =0

Vu-n= g sur df2 @Voir le TD3-ExoA4.
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Lien avec la minimisation d'une fonctionnelle Energie

Soit la formulation variationnelle suivante
Trouver u € V telle que a(u,v) =4~(v), VvevV (F.V.)

On suppose les hypothéses du théoreme de Lax-Milgram vérifiées. On suppose de plus que a est symétrique :

Vv,we V, a(v,w)=a(w,v)

Theéeoreme

Sous les hypothéses ci-dessus :

u solution de (F.V) & v minimum de & E(u) = mi\r}c‘:(v)
VE
ou £(v):V — IR  estlafonctionnelle Energie
1
VA §a(v, v) —£(v)

/1\ Remarques: ¢C'est le principe de la moindre quantité d'action pour la mécanique (1744)

o(C'est souvent en partant d'un probléme de minimisation d une certaine énergie, que la F.V.
puis que (EDP) + (C.L) sont construites.

.- voir le chapitre 1
'\ INSTITUT
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Lien avec la minimisation d'une fonctionnelle Energie

Preuve : E(u+v) — E(u) ! a(u+v,ut+v)—Lu+v)— %a(u, u) 4+ £(u)

2
1 1
== (a(u, v) +a(v, )|+ Za(v, v) — £(v)
2 2 > car a est symétrique
1

=|a(u, v)+ 2a(v v) —£(v) > o) < I
car a est continue a(v,v) < M,||lv

= a(u, ) +Ho([[v]v)

=d&(u)(v) +o(|lv|ly) avec VveV, d&(u)(v)=a(u,v)—~L(v)

u solutionde (F.V.) = VveV, E&(u+v)—E(w) = alu,v)—~L(v )—I—l a(viv) > g HVH%/

. . = r rciv
— U minimum (strict) de £ =0 car a est coercive

v minimum de & = VveV, d&(u)(v) =0  car & est différentiable.

= u solution de (F.V.)
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Prochaine Séance : La méthode des éléments finis

Apporter votre ordinateur portable la semaine prochaine.

Merci de suivre les indications d’installation que vous allez recevoir par mail.

24



