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Rappel Premier théoréme de trace

Theéoreme

L'application trace par g : C®(Q) — L?(0Q) = {f mes. surdQ t.q. /BQ f|* dl < +oc0}
v = YoV = Va0

est bien définie et véritie

3G >0, Vv eC®(Q), |lvlygllizen) < Gllvlini )

|Zvoir le TD1- Exo4 pour la preuve dans un cas particulier.

Comme C*°(Q)est dense dans Hl(Q), on peut appliquer le théoréme de prolongement par continuité :

| 'application trace se prolonge par continuité en 7o : H'(Q) — L%(0Q) et vérifie
vV = YoV = Va0

3C0 >0, Vv e HY(Q), |v]nlizea) < Gllvin g

Remarque 1 : On peut définir de la méme facon |'application trace v — v‘rsur un bout du bord I' C 912.

Remarque 2 : L'inégalité est fausse quand on remplace H(Q) par L?(Q)car

3(va)new € CP(QN, [Iv)yqllizee) =1 et [vallz(q) 0

On ne peut pas parler de la trace d'une fonction de L°(Q2) qui n'est pas dans H:(Q)!
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Premier théoréme de trace

Theéoreme

L'application trace se prolonge par continuité en v : HY(Q) — L?(9Q) et vérifie
v = YoV = V(s
1
Co>0, YveH(Q), |v|jglzee) < Gllving

| "application trace n'est pas surjectivel

L'image de I'application trace, Im7, est un sous espace strict de L?(9Q) qui est dense dans L2(99) .

Cet espace sera noté en général dans le cours Im7q. Il est souvent noté dans la littérature H/2(3Q) .

| "application trace n'est pas injectivel

Le noyau de |'application trace est H(l)(Q) . Autrement dit, H(l)(Q) = {u e H}(Q), ”|aQ =0}
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Généralisation de |la premiére formule de Green A‘(X)

Peut on étendre aux fonctions de Hl(Q) la formule de Green

wec@, [ aa= [ wnor 1Zi<d
Q OX; 00
%,
e L'application w — o a—W d(2 s'étend aux fonctions de Hl(Q) (preuve la derniére
XI
o L'application w — wn; dI" s’étend aussi aux fonctions de H!(Q) puisque

519 , 1/2 , 1/2
we @, |[ aowmar| < ([ jnlar) ([ 1w dr) < Callrowll 2y < Calwllinoy

d'aprés la continuité de 'application trace

Il suffit ensuite d'utiliser le prolongement par continuité puisque C*(Q) est dense dansH*(Q)
o Comme |'égalité est vraie dans C*(Q), elle est vraie dans H(Q |ZA faire en exercice
VwéHl(Q), / ow dQ = W‘ n; dl 1</ <d
Q 0X; o 9

En utilisant le méme type d'arguments, on montre aussi que: L/ faire en exercice

ou 1%
1 -
Vu,v € H(Q), /Q <_ax,- v+ ax,> dQ = / ulyo Vpqnidi 1<i<d
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Séance 2

1. Extension aux autres Formules de Green
2. Formulation variationnelle pour un probleme de type Dirichlet
3. Formulation variationelle pour un probleme de type Neumann



Généralisation de la formule de Stokes /Q(>_<)

Peut on généraliser la formule de Green

VU € [C®(Q)]¢ /Qy-gdﬂz U-ndrl

LY
ow
Q Ox;
Donc |'application / V - Ud) = Z/ o ' dQ s'étend aux champs de vecteurs U & [Hl(Q)]d
/

o L'application w — d2 s etend aux fonctions de H(Q) (preuve dans le co

e L'application w — wn; dI" s'étend aussi aux fonctions de Hl(Q) (preuve dans le cours 1)
o(2
d

Donc I'application U — o U-ndl = Z o U; n; dI' s'étend aux champs de vecteurs U € [Hl(Q)]d
=1

1/ " . 1
» Comme |'égalité est vraie dans C*(Q), elle est vraie dans [H™( I\ @A faire en exercice

YU € [HY(Q)]¢ /z.gdsz:/ g\aﬂ-ndr 1<i<d
() oS

En utilisant le méme type d'arguments, on montre aussi que: L/ faire en exercice

Vv e HY(Q), W e [HH(Q)]¢ /Q[VY 'V—V+YV'V—V} dQ:/

d
vveHl(Q), uEHz(Q) /{vAu—l—zv-zu} dQ:/
Q 20
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On vient de voir que Vv € HY(Q), u € H*(Q)

)

Plus tard, nous devrons manipuler des fonctions u € H(€2, A) qui ne sont nécessairement

[mwyvyu}dﬂ:/

0 V|a Y u-n]|yq dr

Peut on étendre aux fonctions qui sont seulement u € H(Q2, A) 7

o Les intégrales volumiques s'étendent aux fonctions u € H(Q2, A)

/ Auvd
Q2

/ Vu-VvdQ
Q2
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, 1/2 , 1/2
< ( [ 12 dQ) ( [ dsz) < [ Aull2 Vil < Nullprg, Ve
c.sN* i

<
C.S.

(/)

—

Vu

=) (]

S\ 1/2
dQ) < ullgr IVl g < Nullgrq,n IVIH @)




On vient de voir que Vv € HY(Q), u € H*(Q)

| vau+Yv-Yud2= [ v],o[Vu-o]],qdr

Quant a l'intégrale surfacique? On peut trouver desu € H(Q2, A) tels que V u - Q{BQ :

mais on montre que V u - Q‘aQ a un sens plus faible: c'est une forme linéaire de Imyq (V u - Q|aQ c [Imyo]")
définie par
Vv € HYQ),  fimyo) (Y U050, v]og) imae = /Q {VA“JF VvV “} d2
et d aprés la formule de Green:
Pour u & HQ(Q) Vv € Hl(Q), “m%]/(

On peut donc étendre la formule de Green aux fonctions qui sont seulement H(2, A) mais c'est plus délicat!

u- Q|aQ' V‘a§2>|m”ro ~ Jo V‘BQ[Y u - n| ‘BQ dl

<]

Dans ce cours, dés qu'une fonction est dans H(Q, A), on fera I'hypothése qu'elle est dans H*(Q)
pour simplifier et on appliquera la formule de Green avec des intégrales.

On admettra que sans cette hypothése, les preuves sont un peu plus techniques mais ne changent pas le résultat.
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Séance 2

1. Extension aux autres Formules de Green
2. Formulation variationnelle pour un probleme de type Dirichlet
3. Formulation variationelle pour un probleme de type Neumann

.' voir le chapitre 4



Probléme de Dirichlet homogeéne

Soit Q C RY un ouvert borné de frontiéredQ suffisamment réguliére. Soit f € L%(Q).

On cherche 1 € H1(Q) solution de | —Au+u=f dansQ
u=20 sur 02

Construction de la formulation variationnelle.
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Probléme de Dirichlet homogeéne

Soit Q C RY un ouvert borné de frontiéredQ suffisamment réguliére. Soit f € L%(Q).

On cherche 1 € HY(Q) solution de | —Au+u=f dansQ
=0 sur 02

\
On cherche 1 € H§(Q) solution de Vv € H3(Q), / Viu-Vv dQ+/ vdQ = / fvdS2
(2 Q (2

A Remarques.

e La solution s et les fonctions test v appartiennent au méme espace H(l)(Q), qui est un espace de Hilbert.

o La condition aux limites apparait dans la définition de I'espace (ici H3(Q)) :

On parle de condition aux limites essentielle.
Montrons maintenant que la F.V. et le probléme de départ sont équivalents.
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Probléme de Dirichlet homogeéne

Soit Q C RY un ouvert borné de frontiéredQ suffisamment réguliére. Soit f € L%(Q).

On cherche 1 € H3(Q) solution de

Vv € H§(Q), /Qﬁ -@vdﬂ—l—/Q de:/vadQ

Montrons que © vérifie bien la condition aux limites.

Montrons que © vérifie bien I'EDP.
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Probléme de Dirichlet homogeéne

Soit Q C RY un ouvert borné de frontiéredQ suffisamment réguliére. Soit f € L%(Q).

On cherche 1 € H3(Q) solution de

Vv € H§(Q), /Qﬁ -@vdﬂ—l—/Q de:/vadQ

I

On cherche 1 € H1(Q) solution de {A = f dans (2

= sur 02

Nous avons donc montré que probléme fort (EDP+C.L.) est équivalent au probléme faible (F.V.).
On verra a la prochaine séance qu on peut bien appliquer le théoreme de Lax Milgram a la F.V.
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Probléme de Dirichlet non homogéne

Soit 2 C RY un ouvert borné de frontieredQ suffisamment réguliere. Soit f € L%(Q). /7'(X)

On cherche 1 € HY(Q) solutionde | —Au+u=f dansQ
=g sur df2

A quel espace doit appartenir g (une donnée surfacique)? Est-ce qu'une donnée g € L(
Comme on cherche 1 € H(Q) , g doit &tre assez réguliére pour pouvoir étre la trace d'une fonction de H!(Q)

On su ppose § © |m(’)/0)_ L'image de I'application trace, Im7yq, est un sous espace strict de L2 (092).

Construction de la formulation variationnelle.
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Soit Q C RY un ouvert borné de frontiéredS2 - Soit f € L%(Q). g € Im(

On cherche 1 € HY(Q) solutionde | —Au+u=f dansQ
=g sur df2

\ i

On cherche 1 € H(Q) telle que v = g sur 99, solution de

—

Vv € H§(Q), /QV -@va’ﬂ—l—/Q de:/vadQ

& Remarques. La F.V. et le probléme de départ sont (méme preuve que précédemment).

La solution u et les fonctions test v n'appartiennent pas au méme espace !

Ug © Hl(Q)7 Uglon = &

On dit que ug est un reléevement de g.

Comme g est surjective de H(Q) dans Im(7g), on sait que

On montre facilement que 1y = u — ug est dans H3 (Q), et vérifie
Vv € H5(Q), /@ -V dQ+/ dQ:/ fv—Vug Vv — dQ
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Soit Q C RY un ouvert borné de frontiéredS2 - Soit f € L%(Q). g € Im(

On cherche 1 € HY(Q) solutionde | —Au+u=f dansQ
=g sur df2

\ i

On cherche 1 € H(Q) telle que v = g sur 99, solution de
Vv € H§(Q), / \Y -@vdﬂ—l—/ de:/ fvdS
Y. ﬁ Y. Y.
On cherche 1 € HY(Q) telle que 1 = 1y + Ug aveC Uy € H(Q), Uglo = &
c H}(Q) solution de

—

Vv € H3(Q), /QV -@va’fl—l—/Q de:/Q(fv—ﬁug-ﬁv—ugv) dQ

Remarques. e La solution est indépendante du choix du relévement!

Pour tout g € Im(7yg), comment construire un tel ug?
En général, on verra qu on aura simplement besoin d un relévement discret!
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Séance 2

1. Extension aux autres Formules de Green
2. Formulation variationnelle pour un probleme de type Dirichlet
3. Formulation variationnelle pour un probleme de type Neumann

.' voir le chapitre 4
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Probléeme de type Neumann

Soit Q C RY un ouvert borné de frontieredQ suffisamment réguliére. Soient f € L?(Q), g € L2

On cherche v € HY(Q) solutionde [ —Au+u=Ff dansQ
Vu-n=g sur df2

Construction de la formulation variationnelle.
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Probléeme de type Neumann

Soit Q C RY un ouvert borné de frontieredQ suffisamment réguliére. Soient f € L?(Q), g € L2

On cherche v € HY(Q) solutionde [ —Au+u=Ff dansQ
Vu-n=g sur df2

\

On cherche 1 € H(Q) solution de

Vv € H1(Q), /zu-Yde—l—/ ude:/ fde—I—/ gV|,qdl
(2 Y. (2 02
ARemarques.

e La solution s et les fonctions test v appartiennent au méme espace Hl(Q),, qui est un espace de Hilbert.

e La condition aux limites n'apparait pas dans la définition de |'espace mais est intégrée dans la F.V.

On parle de condition aux limites naturelle.
Montrons maintenant que la F.V. et le probléme de départ sont équivalents.
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Probléeme de type Neumann

Soit Q C RY un ouvert borné de frontiéredQ suffisamment réguliére. Soit f € L%(Q).

On cherche 1 € H1(Q) solution de
Vv € HY(Q), /Zu-zvdﬂ—l—/ ude:/ fde—I—/ gv|an|_
(2 (2 (2 02

Montrons que v vérifie bien 'EDP.
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Probléeme de type Neumann

Soit Q C RY un ouvert borné de frontiéredQ suffisamment réguliére. Soit f € L%(Q).

On cherche 1 € H1(Q) solution de

\V/VGHl(Q), /zu-zvdﬂ—l—/ ude:/ fde—I—/ gv|an|_
2 Q2 Q2 oS

Montrons que u vérifie bien la condition aux limites.
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Probléeme de type Neumann

Soit Q C RY un ouvert borné de frontiéredQ suffisamment réguliére. Soit f € L%(Q).

On cherche 1 € H1(Q) solution de

\V/VGHl(Q), /zu-zvdﬂ—l—/ ude:/ fde—I—/ gv|an|_
2 Q2 Q2 oS

|

On cherche 1 € Hl(Q) solution de {Au—l— u=1f dans¢2

Vu-n=g sur df2

Nous avons donc montré que probléme fort (EDP+C.L.) est équivalent au probléme faible (F.V.).
On verra a la prochaine séance qu on peut bien appliquer le théoreme de Lax Milgram a la F.V.
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Commentaires sur les conditions aux limites essentielles et naturelles

Soit f € L%(Q).

On cherche 1 € H3(Q) solution de
vveHg(Q),/ \V ﬁvdﬂ+/ de:/ Fvdo
(2 II (2 (2
On cherche 1 € H(Q) solution de
—Au+4+u=1* dans{2
=0 sur o2

e La condition aux limites intervient dans |'espace:
Condition aux limites essentielle.

e Pourquoi ne pas prendre'v € Hl(Q), et garder le terme

Viu-nvdl 7
0

1 et v ne seraient plus dans le meme espace.

On ne pourrait pas appliquer le théoreme de Lax Milgram.

o |l est impossible de prendre en compte cette condition
dlrectement et exactement dans la F.V.
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On cherche 1 € H(Q) solution de

VvEHl(Q),/QZu-zde—l—/qudQ:/vadQ-

I

c H1(Q) solution de
{—Au—l— u—=1f dans2

sur of?
elLa condition aux limites intervient naturellement dans
la F.V.: Condition aux limites naturelle.

On cherche

Vu-n=g

e Dans la F.V. pourquoi ne pas chercher v dans ...

"""" =0 sir 990

[ ] |
-------- LI -

v € HA(Q) MV v-n-

On ne pourrait pas appliquer le thm. de Lax Mi/gram.

o || est impossible de prendre en compte cette

condition dans |'espace. 23 / 23



Séance 2

1. Extension aux autres Formules de Green
2. Formulation variationnelle pour un probleme de type Dirichlet

3. Formulation variationelle pour un probleme de type Neumann
IZ Voir le TD2-Exol pour le cas des conditions de Robin.

Séance 3

Théoreme de Lax Milgram et Applications
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