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L’application trace par
<latexit sha1_base64="7bz6Rw1ZYd5x4gpURnS5O4AkP9A="></latexit>

γ0 : C∞(Ω) → L2(∂Ω)
<latexit sha1_base64="6jQTeYb9luxanyG22VYieP2oM6M="></latexit>

= {f mes. sur ∂Ω t.q.
∫

∂Ω
|f |2 dΓ < +∞}

<latexit sha1_base64="E6c75p5yTg/LU3GDmhDsH2GMY7I="></latexit>

v 7! γ0v = v |∂Ω
est bien définie et vérifie

<latexit sha1_base64="btxLVXC4kD3vkkkZqS+wFkeVxvU="></latexit>

∃C0 > 0, ∀v ∈ C∞(Ω), ‖v
��
∂Ω

‖L2(∂Ω) ≤ C0‖v‖H1(Ω)

Premier théorème de trace
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Théorème

Comme          est dense dans         , on peut appliquer le théorème de prolongement par continuité :
<latexit sha1_base64="hhSQsz8zgrxKXToUt/mCEiGYdKI="></latexit>

C∞(Ω),
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

L’application trace se prolonge par continuité en                                       et vérifie
<latexit sha1_base64="zAiIDvlMw2FD1xetG/tHg6M2jN8="></latexit>

γ0 : H
1(Ω) → L

2(∂Ω)
<latexit sha1_base64="E6c75p5yTg/LU3GDmhDsH2GMY7I="></latexit>

v 7! γ0v = v |∂Ω
<latexit sha1_base64="1LYyMVBz7H4CpzpJxl+eZr9mmec="></latexit>

∃C0 > 0, ∀v ∈ H
1(Ω), ‖v

��
∂Ω

‖L2(∂Ω) ≤ C0‖v‖H1(Ω)

Remarque 1 : On peut définir de la même façon l’application trace            sur un bout du bord           . 
<latexit sha1_base64="SaFu2iYdJo9Jok3WUwIZdxsgzSU="></latexit>

Γ ⊂ ∂Ω
<latexit sha1_base64="Kj96oOxzJ9BKzMR+jiIXXmtCKUM="></latexit>

v 7! v
��
Γ

Remarque 2 : L’inégalité est fausse quand on remplace          par         car
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="Zs6fJ7ehW2VeqSR/PU20oOW/4EY="></latexit>

L2(Ω)
<latexit sha1_base64="tGRuqUTLwrK5d4SHcq5eaB9GP0c="></latexit>

→(vn)n∈N ∈ C∞(Ω)N, ‖v
��
∂Ω‖L2(∂Ω) = 1 et ‖vn‖L2(Ω) −→

n→+∞
0

On ne peut pas parler de la trace d’une fonction de         qui n’est pas dans         !
<latexit sha1_base64="Zs6fJ7ehW2VeqSR/PU20oOW/4EY="></latexit>

L2(Ω)
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

voir le TD1- Exo4 pour la preuve dans un cas particulier.

Rappel



Premier théorème de trace
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Théorème

L’application trace se prolonge par continuité en                                       et vérifie
<latexit sha1_base64="zAiIDvlMw2FD1xetG/tHg6M2jN8="></latexit>

γ0 : H
1(Ω) → L

2(∂Ω)
<latexit sha1_base64="E6c75p5yTg/LU3GDmhDsH2GMY7I="></latexit>

v 7! γ0v = v |∂Ω
<latexit sha1_base64="1LYyMVBz7H4CpzpJxl+eZr9mmec="></latexit>

∃C0 > 0, ∀v ∈ H
1(Ω), ‖v

��
∂Ω

‖L2(∂Ω) ≤ C0‖v‖H1(Ω)

L’application trace n’est pas surjective!

L’image de l’application trace,       , est un sous espace strict de           qui est dense dans           .
<latexit sha1_base64="pPqHovRYmpZu2ygSORjMW9GRx5w="></latexit>Imγ0

<latexit sha1_base64="QVezHZcbmgI1LeiUOvlSqfm9sfQ="></latexit>

L2(∂Ω)
<latexit sha1_base64="QVezHZcbmgI1LeiUOvlSqfm9sfQ="></latexit>

L2(∂Ω)

Cet espace sera noté en général dans le cours        . Il est souvent noté dans la littérature              .
<latexit sha1_base64="pPqHovRYmpZu2ygSORjMW9GRx5w="></latexit>Imγ0

<latexit sha1_base64="Sr6bHDRFwYp5JKV33XKdMpjo35Y="></latexit>

H
1/2(∂Ω)

L’application trace n’est pas injective!

Le noyau de l’application trace est          . Autrement dit,
<latexit sha1_base64="2kHUG28qy9KQhDoPDummpIayoVw="></latexit>

H
1
0(Ω)

<latexit sha1_base64="54plBU6GLN1vtnNCgZlPrbw0YFA="></latexit>

H
1
0(Ω) = {u ∈ H

1(Ω), u
��
∂Ω = 0}



<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

Généralisation de la première formule de Green
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Peut on étendre aux fonctions de          la formule de Green

<latexit sha1_base64="PZ2QNgjS4uANr24EoI2ZgFGMmnA="></latexit>

1 ≤ i ≤ d

• L’application                       s’étend aux fonctions de           (preuve la dernière fois)
<latexit sha1_base64="X0bWkaMlToEKFjfTsqdDsDSIqow="></latexit>

w 7!
∫

Ω

∂w

∂xi
dΩ

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="7TdYIwBGf4SGMh+kcFjn271hjaM="></latexit>

∀w ∈ C∞(Ω),

Il suffit ensuite d’utiliser le prolongement par continuité puisque           est dense dans        .
<latexit sha1_base64="hhSQsz8zgrxKXToUt/mCEiGYdKI="></latexit>

C∞(Ω),
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

• L’application                       s’étend aussi aux fonctions de          puisque
<latexit sha1_base64="oXKm29dWhwUCDrNNKdFoTki7GHs="></latexit>

w 7!
∫

∂Ω
wni dΓ

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="7TdYIwBGf4SGMh+kcFjn271hjaM="> ll6WYkN4OyWpHS/Wm/peHebO/dqt559ad7z+vr7cnf4dccz5yPnZuOE3nC2fd2XR2nKeO7/zo/Oz86vy2/NPyL8u/L/9RiF69MsF84Cxcy3/9A4O5+Xk=</latexit>

∀w ∈ C∞(Ω),

<latexit sha1_base64="LLnm8oc27ajdvjO6efmYhbA/oJ4="></latexit>����
Z

∂Ω
γ0w ni dΓ

���� ≤
✓Z

∂Ω
|ni |2 dΓ

◆1/2 ✓Z

∂Ω
|γ0w |2 dΓ

◆1/2
≤ CΩ‖γ0w‖L2(∂Ω)

<latexit sha1_base64="hZY49yv7nttqyZ9JXtXIovhZsLU="></latexit>

≤ C ′
Ω‖w‖H1(Ω)

d’après la continuité de l’application trace

• Comme l’égalité est vraie dans          , elle est vraie dans          !
<latexit sha1_base64="hhSQsz8zgrxKXToUt/mCEiGYdKI="></latexit>

C∞(Ω),
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="+9wFXoeh6gV91RjAe4xP2I9X9s0="></latexit>∫

Ω

∂w

∂xi
dΩ =

∫

∂Ω
wni dΓ

<latexit sha1_base64="hCNUTfYSiIrzuSZZz/wRZW1A+SM="></latexit>

∀w ∈ H
1(Ω),

<latexit sha1_base64="KL2WXbGpbXUHTGwwE+QIyT6zxYM="></latexit>Z

Ω

∂w

∂xi
dΩ =

Z

∂Ω
w
��
∂Ωni dΓ

<latexit sha1_base64="PZ2QNgjS4uANr24EoI2ZgFGMmnA="></latexit>

1 ≤ i ≤ d

A faire en exercice

<latexit sha1_base64="B3rVyzYuZWKIERiuc7pCzHjX6wY="></latexit>Z

Ω

✓
∂u

∂xi
v + u

∂v

∂xi

◆
dΩ =

Z

∂Ω
u
��
∂Ω v

��
∂Ω ni dΓ

<latexit sha1_base64="PZ2QNgjS4uANr24EoI2ZgFGMmnA="></latexit>

1 ≤ i ≤ d
<latexit sha1_base64="slMIiXa9882+1SOimC1+VpKF7Pg="></latexit>

∀u, v ∈ H
1(Ω),

En utilisant le même type d’arguments, on montre aussi que: A faire en exercice



Séance 2
1. Extension aux autres Formules de Green  

2. Formulation variationnelle pour un problème de type Dirichlet 
3. Formulation variationelle pour un problème de type Neumann 
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<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

Généralisation de la formule de Stokes
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Peut on généraliser la formule de Green

• L’application                       s’étend aux fonctions de           (preuve dans le cours 1)
<latexit sha1_base64="X0bWkaMlToEKFjfTsqdDsDSIqow="></latexit>

w 7!
∫

Ω

∂w

∂xi
dΩ

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

• L’application                       s’étend aussi aux fonctions de          (preuve dans le cours 1)
<latexit sha1_base64="oXKm29dWhwUCDrNNKdFoTki7GHs="></latexit>

w 7!
∫

∂Ω
wni dΓ

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

Donc l’application                                         s’étend aux champs de vecteurs 
<latexit sha1_base64="1oPzX52Jrv0DjE1ghR+xzfVx8VY="></latexit>

U ∈ [H1(Ω)]d
<latexit sha1_base64="VZMY09rnTXUTwXoMhl9+n67u9rE="></latexit>∫

Ω
∇ · U dΩ ≡

d

∑
i=1

∫

Ω

∂Ui

∂xi
dΩ

Donc l’application                                                 s’étend aux champs de vecteurs 

<latexit sha1_base64="GzGND5O9U9y5QVcoBkfvLQVCIgg="></latexit>

U 7!
∫

∂Ω
U · n dΓ ⌘

d

∑
i=1

∫

∂Ω
Ui ni dΓ

<latexit sha1_base64="1oPzX52Jrv0DjE1ghR+xzfVx8VY="></latexit>

U ∈ [H1(Ω)]d

<latexit sha1_base64="zs4p6ZzuV0IOi/7NaaYNMyGBAKE="></latexit>∫

Ω
∇ · U dΩ =

∫

∂Ω
U · n dΓ

<latexit sha1_base64="PZ2QNgjS4uANr24EoI2ZgFGMmnA="></latexit>

1 ≤ i ≤ d
<latexit sha1_base64="aci/472Sw0ZQTmnylBYolKmUjxI="></latexit>Z

Ω
∇ · U dΩ =

Z

∂Ω
U
��
∂Ω · n dΓ

<latexit sha1_base64="GZs+SgUQrgPnIGuFr207d1ezKBQ="></latexit>

∀U ∈ [H1(Ω)]d

<latexit sha1_base64="d/UAzF3XCutnEEbL8Pw5MtdNeWw="></latexit>

∀U ∈ [C∞(Ω)]d

En utilisant le même type d’arguments, on montre aussi que:

• Comme l’égalité est vraie dans          , elle est vraie dans             !
<latexit sha1_base64="hhSQsz8zgrxKXToUt/mCEiGYdKI="></latexit>

C∞(Ω),
<latexit sha1_base64="1oPzX52Jrv0DjE1ghR+xzfVx8VY="></latexit>

U ∈ [H1(Ω)]d

<latexit sha1_base64="VDuKZMBRKlILM7MogtCU9R7Aqw0="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω), u ∈ H

2(Ω)

<latexit sha1_base64="sRvKrX+XRlacoM119dZMqMM43Zg="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω), W ∈ [H1(Ω)]d

<latexit sha1_base64="JnC7Idr+ZGmNoUr3D2Lh3wrxwDY="></latexit>Z

Ω

h
v∇ ·W +∇ v ·W

i
dΩ =

Z

∂Ω
v
��
∂Ω [W · n]

��
∂Ω dΓ

<latexit sha1_base64="bACrXnTjg/Zkd06HpTb7mwSjaFA="></latexit>Z

Ω

h
v ∆u +∇ v ·∇ u

i
dΩ =

Z

∂Ω
v
��
∂Ω[∇ u · n]

��
∂Ω dΓ

A faire en exercice

A faire en exercice



<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

Petite parenthèse hors programme
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On vient de voir que
<latexit sha1_base64="VDuKZMBRKlILM7MogtCU9R7Aqw0="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω), u ∈ H

2(Ω)

C.S.

Peut on étendre aux fonctions qui sont seulement                  ?
<latexit sha1_base64="KBNcC7yXFHauK9FCN1P0dswmNGw="></latexit>

u ∈ H(Ω,∆)
<latexit sha1_base64="XJLtr8Glc4yZGJx+bOMHwd588HY="></latexit>

H
2(Ω) := {v ∈ H

1(Ω),
∂2v

∂xi∂xj
∈ L

2(Ω) ∀i , j ∈ {1, ... , d}}
<latexit sha1_base64="ls47/Wf45RFqIrQXCYo8Q8SbstU="></latexit>

H(Ω,∆) :=
{
v ∈ H

1(Ω), ∆v ∈ L
2(Ω)

}
=

{
v ∈ H

1(Ω), ∇ v ∈ H(Ω, div)
}

Rappels
<latexit sha1_base64="EOr2724kNx4lWyCS8k60Co2xBL4="></latexit>

Si Ω ! Rd
, H

2(Ω) ! H(Ω,∆)

Plus tard, nous devrons manipuler des fonctions                  qui ne sont nécessairement dans          !
<latexit sha1_base64="KBNcC7yXFHauK9FCN1P0dswmNGw="></latexit>

u ∈ H(Ω,∆)
<latexit sha1_base64="FbGci9gblquZSi8TYqkMrow3ZGE="></latexit>

H
2(Ω)

<latexit sha1_base64="sYxwO9ZNn6KVo0OHedPE7s2kAxY="></latexit>����
Z

Ω
!u v dΩ

���� ≤
✓Z

Ω
|!u|2 dΩ

◆1/2 ✓Z

Ω
|v |2 dΩ

◆1/2
≤ ‖!u‖L2 ‖v‖L2 ≤ ‖u‖H1(Ω,!) ‖v‖H1(Ω)

• Les intégrales volumiques s’étendent aux fonctions 
<latexit sha1_base64="KBNcC7yXFHauK9FCN1P0dswmNGw="></latexit>

u ∈ H(Ω,∆)

<latexit sha1_base64="XmkdBt1HgCT6O19GUTP81hcpB5k="></latexit>����
Z

Ω
!∇u · !∇v dΩ

���� ≤
✓Z

Ω

���!∇u
���
2
dΩ

◆1/2 ✓Z

Ω

���!∇v
���
2
dΩ

◆1/2
≤ ‖u‖H1 ‖v‖H1 ≤ ‖u‖H1(Ω,$) ‖v‖H1(Ω)

C.S. <latexit sha1_base64="ZWZaoZgf/CpcV+vBcz56IWbnUT8="></latexit>

‖v‖2
H1(Ω,") = ‖v‖2

H1(Ω) +
Z

Ω

�����

n

∑
i=1

∂2v

∂x2
i

�����

2

dΩ

<latexit sha1_base64="bACrXnTjg/Zkd06HpTb7mwSjaFA="></latexit>Z

Ω

h
v ∆u +∇ v ·∇ u

i
dΩ =

Z

∂Ω
v
��
∂Ω[∇ u · n]

��
∂Ω dΓ



<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

Petite parenthèse hors programme
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On vient de voir que
<latexit sha1_base64="VDuKZMBRKlILM7MogtCU9R7Aqw0="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω), u ∈ H

2(Ω)

• Quant à l’intégrale surfacique? On peut trouver des                  tels que 
<latexit sha1_base64="DbdXEqQkQzFDGqpHjq8o6Plzppc="></latexit>

∇ u · n
��
∂Ω /∈ L2(∂Ω)

<latexit sha1_base64="KBNcC7yXFHauK9FCN1P0dswmNGw="></latexit>

u ∈ H(Ω,∆)

On peut donc étendre la formule de Green aux fonctions qui sont seulement             mais c’est plus délicat!
<latexit sha1_base64="KBNcC7yXFHauK9FCN1P0dswmNGw="></latexit>

u ∈ H(Ω,∆)

mais on montre que               a un sens plus faible: c’est une forme linéaire de         (                           )
<latexit sha1_base64="DbdXEqQkQzFDGqpHjq8o6Plzppc="></latexit>

∇ u · n
��
∂Ω /∈ L2(∂Ω)

<latexit sha1_base64="MUnHX9hgAi6wQN1/uv4+0Huh/tI="></latexit>Im γ0

<latexit sha1_base64="pNWnB1XF0UWkfoIrm6AhkunZ+GM="></latexit>

∇ u · n
��
∂Ω ∈ [Im γ0]

′,

définie par

Dans ce cours, dès qu’une fonction est dans             , on fera l’hypothèse qu’elle est dans         
pour simplifier et on appliquera la formule de Green avec des intégrales. 

<latexit sha1_base64="KBNcC7yXFHauK9FCN1P0dswmNGw="></latexit>

u ∈ H(Ω,∆)
<latexit sha1_base64="VDuKZMBRKlILM7MogtCU9R7Aqw0="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω), u ∈ H

2(Ω)

On admettra que sans cette hypothèse, les preuves sont un peu plus techniques mais ne changent pas le résultat.

<latexit sha1_base64="bACrXnTjg/Zkd06HpTb7mwSjaFA="></latexit>Z

Ω

h
v ∆u +∇ v ·∇ u

i
dΩ =

Z

∂Ω
v
��
∂Ω[∇ u · n]

��
∂Ω dΓ

<latexit sha1_base64="jzHCV7N0oTbYmpZhrJBwpYx5jw8="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω), [Im γ0]′ 〈∇ u · n

��
∂Ω, v

��
∂Ω〉Im γ0 =

<latexit sha1_base64="bACrXnTjg/Zkd06HpTb7mwSjaFA="></latexit>Z

Ω

h
v ∆u +∇ v ·∇ u

i
dΩ =

Z

∂Ω
v
��
∂Ω[∇ u · n]

��
∂Ω dΓ

et d’après la formule de Green:

Pour 
<latexit sha1_base64="VDuKZMBRKlILM7MogtCU9R7Aqw0="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω), u ∈ H

2(Ω)
<latexit sha1_base64="TyVAEllUZaHa3k7mvKowTbYXB/Q="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω), [Im γ0]′ 〈∇ u · n

��
∂Ω, v

��
∂Ω〉Im γ0 =

Z

Ω

h
v(x)∆u(x) +∇ v(x) ·∇ u(x)

i
dΩ =

<latexit sha1_base64="bACrXnTjg/Zkd06HpTb7mwSjaFA="></latexit>Z

Ω

h
v ∆u +∇ v ·∇ u

i
dΩ =

Z

∂Ω
v
��
∂Ω[∇ u · n]

��
∂Ω dΓ



Séance 2
1. Extension aux autres Formules de Green  

2. Formulation variationnelle pour un problème de type Dirichlet 
3. Formulation variationelle pour un problème de type Neumann 

9

voir le chapitre 4



Soit             un ouvert borné de frontière     suffisamment régulière. 
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

Construction de la formulation variationnelle. (au tableau)

<latexit sha1_base64="dHlkn+YYWWXYDH0EYHxZz7ZpS9g="></latexit>

Soit f ∈ L2(Ω).

Problème de Dirichlet homogène

<latexit sha1_base64="50HSMTmz54KOIFCceGo3PYYG6vo="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="VDuKZMBRKlILM7MogtCU9R7Aqw0="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω), u ∈ H

2(Ω)
Rappel

<latexit sha1_base64="54plBU6GLN1vtnNCgZlPrbw0YFA="></latexit>

H
1
0(Ω) = {u ∈ H

1(Ω), u
��
∂Ω = 0}Rappel

<latexit sha1_base64="bACrXnTjg/Zkd06HpTb7mwSjaFA="></latexit>Z

Ω

h
v ∆u +∇ v ·∇ u

i
dΩ =

Z

∂Ω
v
��
∂Ω[∇ u · n]

��
∂Ω dΓ
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="dHlkn+YYWWXYDH0EYHxZz7ZpS9g="></latexit>

Soit f ∈ L2(Ω).

<latexit sha1_base64="50HSMTmz54KOIFCceGo3PYYG6vo="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

Remarques.!

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>

⇒

<latexit sha1_base64="clKFvsFDNpodmeDx7Z4xRM5ICjA="></latexit>

On cherche u ∈ H
1
0(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="xwW521XW5/plsCtxORUk4l7Tr5g="></latexit>∫

Ω
!∇u · !∇v dΩ+

∫

Ω
u v dΩ =

∫

Ω
f v dΩ

<latexit sha1_base64="2zo5XmQc8nU+1MT1McY9lKpZs6M="></latexit>

∀v ∈ H
1
0(Ω),

• La solution u et les fonctions test v appartiennent au même espace         , qui est un espace de Hilbert.
<latexit sha1_base64="2zo5XmQc8nU+1MT1McY9lKpZs6M="></latexit>

∀v ∈ H
1
0(Ω),

• La condition aux limites apparaît dans la définition de l’espace (ici         ) :
<latexit sha1_base64="2zo5XmQc8nU+1MT1McY9lKpZs6M="></latexit>

∀v ∈ H
1
0(Ω),

On parle de condition aux limites essentielle.

Montrons maintenant que la F.V. et le problème de départ sont équivalents.

Problème de Dirichlet homogène
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="dHlkn+YYWWXYDH0EYHxZz7ZpS9g="></latexit>

Soit f ∈ L2(Ω).
<latexit sha1_base64="clKFvsFDNpodmeDx7Z4xRM5ICjA="></latexit>

On cherche u ∈ H
1
0(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="xwW521XW5/plsCtxORUk4l7Tr5g="></latexit>∫

Ω
!∇u · !∇v dΩ+

∫

Ω
u v dΩ =

∫

Ω
f v dΩ

<latexit sha1_base64="2zo5XmQc8nU+1MT1McY9lKpZs6M="></latexit>

∀v ∈ H
1
0(Ω),

Montrons que u vérifie bien la condition aux limites. (au tableau)

Montrons que u vérifie bien l’EDP. (au tableau)

<latexit sha1_base64="54plBU6GLN1vtnNCgZlPrbw0YFA="></latexit>

H
1
0(Ω) = {u ∈ H

1(Ω), u
��
∂Ω = 0}Rappel

On dit que                    admet une divergence faible dans         ssi il existe               tel que 
<latexit sha1_base64="tQKi1RJYsXziWs/dPFa99utxLq0="></latexit>

U ∈ [L2(Ω)]d
<latexit sha1_base64="Zs6fJ7ehW2VeqSR/PU20oOW/4EY="></latexit>

L2(Ω)
<latexit sha1_base64="fGxZRE0cSuFEU4tCL8uHwBhtwNg="></latexit>

w ∈ L2(Ω)
<latexit sha1_base64="IgDXGo9G0Re2Amh0bX1LzFzQ8Vk="></latexit>

∀φ ∈ D(Ω),
∫

Ω
U ·∇ φ dΩ = −

∫

Ω
wφ dΩ

Dans ce cas,    est appelée la divergence faible de   .<latexit sha1_base64="n4hHb6m7KxJSfxbodHgd9/c5gZk="></latexit>w
<latexit sha1_base64="yRqXdQlGVX/gFzGlqfMP9XewfIU="></latexit>

U

Rappel
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="dHlkn+YYWWXYDH0EYHxZz7ZpS9g="></latexit>

Soit f ∈ L2(Ω).
<latexit sha1_base64="clKFvsFDNpodmeDx7Z4xRM5ICjA="></latexit>

On cherche u ∈ H
1
0(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="xwW521XW5/plsCtxORUk4l7Tr5g="></latexit>∫

Ω
!∇u · !∇v dΩ+

∫

Ω
u v dΩ =

∫

Ω
f v dΩ

<latexit sha1_base64="2zo5XmQc8nU+1MT1McY9lKpZs6M="></latexit>

∀v ∈ H
1
0(Ω),

Nous avons donc montré que problème fort (EDP+C.L.) est équivalent au problème faible (F.V.). 
On verra à la prochaine séance qu’on peut bien appliquer le théorème de Lax Milgram à la F.V.

<latexit sha1_base64="50HSMTmz54KOIFCceGo3PYYG6vo="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>

⇒

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>⇒



On suppose                .
<latexit sha1_base64="KslCOEtoy6KcKj/Z1p97OFzGfZQ="></latexit>

g ∈ Im(γ0)

Soit             un ouvert borné de frontière     suffisamment régulière. 
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

Construction de la formulation variationnelle. (au tableau)

<latexit sha1_base64="dHlkn+YYWWXYDH0EYHxZz7ZpS9g="></latexit>

Soit f ∈ L2(Ω).

<latexit sha1_base64="fluD3FK+6z4xIJ89F4Oy8LYIHEo="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
u = g sur ∂Ω

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

Comme on cherche                , g doit être assez régulière pour pouvoir être la trace d’une fonction de 
<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

A quel espace doit appartenir g (une donnée surfacique)? Est-ce qu’une donnée                 convient? 
<latexit sha1_base64="fjrAq0IGeIkqtVK+0HUwr5f7Aak="></latexit>

g ∈ L2(∂Ω)

L’image de l’application trace,       , est un sous espace strict de          .
<latexit sha1_base64="pPqHovRYmpZu2ygSORjMW9GRx5w="></latexit>Imγ0

<latexit sha1_base64="QVezHZcbmgI1LeiUOvlSqfm9sfQ="></latexit>

L2(∂Ω)



<latexit sha1_base64="KslCOEtoy6KcKj/Z1p97OFzGfZQ="></latexit>

g ∈ Im(γ0)

Problème de Dirichlet non homogène
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="dHlkn+YYWWXYDH0EYHxZz7ZpS9g="></latexit>

Soit f ∈ L2(Ω).

<latexit sha1_base64="fluD3FK+6z4xIJ89F4Oy8LYIHEo="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
u = g sur ∂Ω

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

Soit             un ouvert borné de frontière     suffisamment régulière. 
 

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>

⇒

<latexit sha1_base64="xwW521XW5/plsCtxORUk4l7Tr5g="></latexit>∫

Ω
!∇u · !∇v dΩ+

∫

Ω
u v dΩ =

∫

Ω
f v dΩ

<latexit sha1_base64="2zo5XmQc8nU+1MT1McY9lKpZs6M="></latexit>

∀v ∈ H
1
0(Ω),

<latexit sha1_base64="GXc+koVc0MPTbw8pbM1uB1CMTWI="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) telle que u = g sur ∂Ω, solution de

Remarques.!

• La solution u et les fonctions test v n'appartiennent pas au même espace !

• La F.V. et le problème de départ sont équivalents (même preuve que précédemment).

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit> ⇒

Comme     est surjective de          dans          , on sait que <latexit sha1_base64="kBGIKVp9uKq/yvoDkJCM5n6GAF0="></latexit>γ0

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="BCN05OAWBgyuUVCQBDc/0db2+1w="></latexit>

Im(γ0)
<latexit sha1_base64="I3qeRL4I+WieFR0zx//L+TxcmpU="></latexit>

∃ug ∈ H
1(Ω), ug |∂Ω = g

On dit que     est un relèvement de g.
<latexit sha1_base64="I3qeRL4I+WieFR0zx//L+TxcmpU="></latexit>

∃ug ∈ H
1(Ω), ug |∂Ω = g

On montre facilement que                  est dans          et vérifie  <latexit sha1_base64="IL3iszd4i6wXXjKIBdapNz2gkFo="></latexit>u0 = u − ug
<latexit sha1_base64="2zo5XmQc8nU+1MT1McY9lKpZs6M="></latexit>

∀v ∈ H
1
0(Ω),

<latexit sha1_base64="fCbQ6K73ik25ZXYScBLOJTft03I="></latexit>∫

Ω
!∇u0 · !∇v dΩ+

∫

Ω
u0 v dΩ =

∫

Ω

(
f v − !∇ug · !∇v − ug v

)
dΩ

<latexit sha1_base64="2zo5XmQc8nU+1MT1McY9lKpZs6M="></latexit>

∀v ∈ H
1
0(Ω),
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<latexit sha1_base64="KslCOEtoy6KcKj/Z1p97OFzGfZQ="></latexit>

g ∈ Im(γ0)

Problème de Dirichlet non homogène
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="dHlkn+YYWWXYDH0EYHxZz7ZpS9g="></latexit>

Soit f ∈ L2(Ω).

<latexit sha1_base64="fluD3FK+6z4xIJ89F4Oy8LYIHEo="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
u = g sur ∂Ω

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="xwW521XW5/plsCtxORUk4l7Tr5g="></latexit>∫

Ω
!∇u · !∇v dΩ+

∫

Ω
u v dΩ =

∫

Ω
f v dΩ

<latexit sha1_base64="2zo5XmQc8nU+1MT1McY9lKpZs6M="></latexit>

∀v ∈ H
1
0(Ω),

<latexit sha1_base64="GXc+koVc0MPTbw8pbM1uB1CMTWI="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) telle que u = g sur ∂Ω, solution de

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit> ⇒

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>

⇒

<latexit sha1_base64="I3qeRL4I+WieFR0zx//L+TxcmpU="></latexit>

∃ug ∈ H
1(Ω), ug |∂Ω = g

<latexit sha1_base64="fCbQ6K73ik25ZXYScBLOJTft03I="></latexit>∫

Ω
!∇u0 · !∇v dΩ+

∫

Ω
u0 v dΩ =

∫

Ω

(
f v − !∇ug · !∇v − ug v

)
dΩ

<latexit sha1_base64="2zo5XmQc8nU+1MT1McY9lKpZs6M="></latexit>

∀v ∈ H
1
0(Ω),

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit> ⇒

<latexit sha1_base64="qvXD3DwqfijaVRaceUv3kpwm5o0="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) telle que u = u0 + ug avec

<latexit sha1_base64="6Gt+GbW0sokzymgU74uQjDZPyH0="></latexit>

u0 ∈ H
1(Ω) solution de

Remarques.! • La solution est indépendante du choix du relèvement!

• Pour tout                , comment construire un tel     ?
<latexit sha1_base64="KslCOEtoy6KcKj/Z1p97OFzGfZQ="></latexit>

g ∈ Im(γ0)
<latexit sha1_base64="I3qeRL4I+WieFR0zx//L+TxcmpU="></latexit>

∃ug ∈ H
1(Ω), ug |∂Ω = g

En général, on verra qu’on aura simplement besoin d’un relèvement discret!

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>

⇒
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voir le chapitre 4
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

Construction de la formulation variationnelle. (au tableau)

<latexit sha1_base64="R8tIUk+vsY6KRmZaWnouW8b0Afk="></latexit>

Soient f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(∂Ω).

<latexit sha1_base64="PqTbrEXDuFX/Tfu+FNa89qy28qQ="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
∇ u · n = g sur ∂Ω

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="VDuKZMBRKlILM7MogtCU9R7Aqw0="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω), u ∈ H

2(Ω)
Rappel <latexit sha1_base64="bACrXnTjg/Zkd06HpTb7mwSjaFA="></latexit>Z

Ω

h
v ∆u +∇ v ·∇ u

i
dΩ =

Z

∂Ω
v
��
∂Ω[∇ u · n]

��
∂Ω dΓ
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦<latexit sha1_base64="PqTbrEXDuFX/Tfu+FNa89qy28qQ="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
∇ u · n = g sur ∂Ω

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

Remarques.!

• La condition aux limites n’apparaît pas dans la définition de l’espace mais est intégrée dans la F.V.

On parle de condition aux limites naturelle.

Montrons maintenant que la F.V. et le problème de départ sont équivalents.

<latexit sha1_base64="R8tIUk+vsY6KRmZaWnouW8b0Afk="></latexit>

Soient f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(∂Ω).

• La solution u et les fonctions test v appartiennent au même espace         , qui est un espace de Hilbert.
<latexit sha1_base64="EgN3weePHA8Ehyamm0AULVVSNvs="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω),

Problème de type Neumann

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>

⇒

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="EgN3weePHA8Ehyamm0AULVVSNvs="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω),

<latexit sha1_base64="ycjVagpw0P+BEBfuU0MBIndPu68="></latexit>Z

Ω
∇ u ·∇ v dΩ+

Z

Ω
uv dΩ =

Z

Ω
f v dΩ+

Z

∂Ω
g v

��
∂Ω dΓ
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="dHlkn+YYWWXYDH0EYHxZz7ZpS9g="></latexit>

Soit f ∈ L2(Ω).

Montrons que u vérifie bien l’EDP. (au tableau)

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="ycjVagpw0P+BEBfuU0MBIndPu68="></latexit>Z

Ω
∇ u ·∇ v dΩ+

Z

Ω
uv dΩ =

Z

Ω
f v dΩ+

Z

∂Ω
g v

��
∂Ω dΓ

<latexit sha1_base64="EgN3weePHA8Ehyamm0AULVVSNvs="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω),

Problème de type Neumann

L’image de l’application trace,       , est un sous espace strict de           qui est dense dans           .
<latexit sha1_base64="pPqHovRYmpZu2ygSORjMW9GRx5w="></latexit>Imγ0

<latexit sha1_base64="QVezHZcbmgI1LeiUOvlSqfm9sfQ="></latexit>

L2(∂Ω)
<latexit sha1_base64="QVezHZcbmgI1LeiUOvlSqfm9sfQ="></latexit>

L2(∂Ω)
Rappel



Soit             un ouvert borné de frontière     suffisamment régulière. 
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="dHlkn+YYWWXYDH0EYHxZz7ZpS9g="></latexit>

Soit f ∈ L2(Ω).

Montrons que u vérifie bien la condition aux limites. (au tableau)

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="ycjVagpw0P+BEBfuU0MBIndPu68="></latexit>Z

Ω
∇ u ·∇ v dΩ+

Z

Ω
uv dΩ =

Z

Ω
f v dΩ+

Z

∂Ω
g v

��
∂Ω dΓ

<latexit sha1_base64="EgN3weePHA8Ehyamm0AULVVSNvs="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω),

Problème de type Neumann

L’image de l’application trace,       , est un sous espace strict de           qui est dense dans           .
<latexit sha1_base64="pPqHovRYmpZu2ygSORjMW9GRx5w="></latexit>Imγ0

<latexit sha1_base64="QVezHZcbmgI1LeiUOvlSqfm9sfQ="></latexit>

L2(∂Ω)
<latexit sha1_base64="QVezHZcbmgI1LeiUOvlSqfm9sfQ="></latexit>

L2(∂Ω)
Rappel



Soit             un ouvert borné de frontière     suffisamment régulière. 
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="dHlkn+YYWWXYDH0EYHxZz7ZpS9g="></latexit>

Soit f ∈ L2(Ω).

Nous avons donc montré que problème fort (EDP+C.L.) est équivalent au problème faible (F.V.). 
On verra à la prochaine séance qu’on peut bien appliquer le théorème de Lax Milgram à la F.V.

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="ycjVagpw0P+BEBfuU0MBIndPu68="></latexit>Z

Ω
∇ u ·∇ v dΩ+

Z

Ω
uv dΩ =

Z

Ω
f v dΩ+

Z

∂Ω
g v

��
∂Ω dΓ

<latexit sha1_base64="EgN3weePHA8Ehyamm0AULVVSNvs="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω),

Problème de type Neumann

<latexit sha1_base64="PqTbrEXDuFX/Tfu+FNa89qy28qQ="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
∇ u · n = g sur ∂Ω

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>

⇒

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>⇒



Commentaires sur les conditions aux limites essentielles et naturelles
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<latexit sha1_base64="dHlkn+YYWWXYDH0EYHxZz7ZpS9g="></latexit>

Soit f ∈ L2(Ω).
<latexit sha1_base64="clKFvsFDNpodmeDx7Z4xRM5ICjA="></latexit>

On cherche u ∈ H
1
0(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="xwW521XW5/plsCtxORUk4l7Tr5g="></latexit>∫

Ω
!∇u · !∇v dΩ+

∫

Ω
u v dΩ =

∫

Ω
f v dΩ

<latexit sha1_base64="2zo5XmQc8nU+1MT1McY9lKpZs6M="></latexit>

∀v ∈ H
1
0(Ω),

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>

⇒

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>⇒

<latexit sha1_base64="50HSMTmz54KOIFCceGo3PYYG6vo="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

• La condition aux limites intervient dans l’espace: 
Condition aux limites essentielle.

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="Qbc7fsjDy7uEIS2scUvid/4h5jE="></latexit>∫

Ω
∇ u ·∇ v dΩ+

∫

Ω
uv dΩ =

∫

Ω
f v dΩ+

∫

∂Ω
g v dΓ

<latexit sha1_base64="EgN3weePHA8Ehyamm0AULVVSNvs="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω),

<latexit sha1_base64="PqTbrEXDuFX/Tfu+FNa89qy28qQ="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
∇ u · n = g sur ∂Ω

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>

⇒

<latexit sha1_base64="t80RslhQbPtASjviyba3vni6zlE="></latexit>

On cherche u ∈ H
1(Ω) solution de

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>⇒

•La condition aux limites intervient naturellement dans  
la F.V.: Condition aux limites naturelle.

• Il est impossible de prendre en compte cette condition  
directement et exactement  dans la F.V.

• Pourquoi ne pas prendre                et garder le terme 
 

<latexit sha1_base64="EgN3weePHA8Ehyamm0AULVVSNvs="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω),

<latexit sha1_base64="XTymZ3jXxvMGY//sgxBpMKvoRF4="></latexit>∫

∂Ω
∇u · n v dΓ ?

u et v ne seraient plus dans le meme espace. 
On ne pourrait pas appliquer le théorème de Lax Milgram.

• Dans la F.V. pourquoi ne pas chercher u dans ...
<latexit sha1_base64="5iRXzMGTwGs89KQBJSeCJvEWbFg="></latexit>

{v ∈ H
1(Ω), ∇ v · n = 0 sur ∂Ω}

On ne pourrait pas appliquer le thm. de Lax Milgram.

<latexit sha1_base64="37pwj+1rlpS4BptDQgLwN4MaCaM="></latexit>

{v ∈ H
2(Ω), ∇ v · n = 0 sur ∂Ω}

Pour une fonction de      ,                n’a pas de sens.
<latexit sha1_base64="EgN3weePHA8Ehyamm0AULVVSNvs="></latexit>

∀v ∈ H
1(Ω),

<latexit sha1_base64="vv8v4vpp0Vvaz7sea2rln+p/wiI="></latexit>

∇ v · n
��
∂Ω

• Il est impossible de prendre en compte cette  
condition dans l’espace.



Séance 2
1. Extension aux autres Formules de Green  

2. Formulation variationnelle pour un problème de type Dirichlet 
3. Formulation variationelle pour un problème de type Neumann 
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Séance 3
Théorème de Lax Milgram et Applications

Voir le TD2-Exo1 pour le cas des conditions de Robin.


