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Déroulement du cours
• 6 cours magistraux de 1h15 de 8h30 à 9h45 (transparents disponibles sur le moodle et mon site web avant la 
séance) 

• 3 TDs de 2h de 10h à 12h (corrigés disponibles sur le moodle et mon site web après la séance) 
• 3 TPs de 2h de 10h à 12h  

• Un premier TP à faire sur la première séance à faire seul, sans aide extérieure.  
• Un mini-projet TP à faire sur les 2 séances suivantes : à faire en binôme, pas de mélange entre les groupes de 
TP!  

• Documents et IA permis pour ce projet mais attention au plagiat et tout doit etre compris et maitrisé 
• Prise d’initiative sur les sujets très encouragée  
• Soutenance orale de 20 minutes les 16 et 17 novembre apres midis (détails sur les attendus à suivre) 

• Un examen le 02 novembre de 2h suivi d’un cours d’ouverture d’1h 

• Le polycopié est rédigé avec Philippe Moireau, professeur du cours de l’X: « Analyse variationnelle des EDPS ». 
Chapitres étudiés dans ce cours: 1 , 2, 3, 4, 6 et 7. Les transparents donnent les résultats principaux.
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7/09 14/09 21/09 28/09 5/10 12/10
8h30-9h45 Cours 

10h-12h TD1 TD2 TD3 TP1 TD+TP2 TP2

02/11

Examen

Cours
<latexit sha1_base64="aXil8VUYL0SpD+UrYzD8JYJbqTU="></latexit>

Note = 0.6Examen + 0.4(TP + Bonus≤ 3)



Objectifs du cours
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• Construire 
- Électromagnétisme, Aéronautique, calcul des structures,  

optique, etc.

Introduction à la modélisation mathématique et au calcul scientifique
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F. Alauzet, Inria
A.Imperiale, CEA List

J. Sainte-Marie, Inria
P. Moireau

• Comprendre 

• Prédire 
- Météorologie, climatologie, sciences  
environnementales, médecine, économie, 

L. Faria, InriaG. Derveaux

Modélisation Discrétisation SimulationAnalyse
Analyse 

Numérique

Démarche

Objectifs

Ce cours est un cours d’introduction (les problèmes modèles seront assez simples).  
Pour aller plus loin, il faudra suivre ANN2, SIM3, ANA2 puis le Parcours 3A « Modélisation et Simulation » 

M. Duruflé, Inria



<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

Un modèle 2D simple : Conduction de la chaleur
• Équation volumique dans le domaine  

• Échanges aux bords:  

• Température fixée (fenêtre ouverte): 

• Flux imposé (radiateur): 

• Flux contrôlé (climatiseur régulé): 

• Problème stationnaire :
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<latexit sha1_base64="TqSShI0XTHBZHUacrQ53KTtObAM="></latexit>

j · n = g

<latexit sha1_base64="+B0GXmR3heud/CcBePTMCkv/lso="></latexit>j·n
=

α
(u

�
uopt )

<latexit sha1_base64="MYg0eweXMmSVzCfPpCP6UZQ4yqw="></latexit> u = uext

<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

Rappels

Loi de comportement

Loi de conservation

<latexit sha1_base64="eZk+KTzBU4DNjynEFAuFmq8KzlM="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="cavlAQ+a3mnMw8woxAjXpCsF138="></latexit>

$
∂u

∂t
(x, t) +r · j(x, t) = f (x), x 2 ⌦

<latexit sha1_base64="xRcHP3aTUYsUFsPP1f6Mo/AoCnU="></latexit>

u(x, t) = uext(x), x 2 �D

<latexit sha1_base64="QHi/TIZL6wfFtZ+dg0rlN73LuNc="></latexit>

j(x, t) · n(x) = g , x 2 �N

<latexit sha1_base64="3pjaR6gnd6is9/emT/Ef2tzj+7Y="></latexit>

∂⌦ = �D [ �N [ �R

<latexit sha1_base64="gEOWPTOg8IXRCDES3+imryR0yKo="></latexit>

u(x) = lim
t!•

u(x, t) ! ∂u

∂t
= 0

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)

<latexit sha1_base64="+D15arRa3ofDjS2OtZHpophuVuc="></latexit>

j(x, t) · n(x) = b(u(x, t)� uopt(x)), x 2 �R

<latexit sha1_base64="Ass7U2m/aYsReXBrETXIEAZEVJg="></latexit>

r u =
⇣ ∂u

∂xj

⌘

1jd
<latexit sha1_base64="FJcag9gtFK+7s/RwgKFXj60PhbM="></latexit>

div j = ∇ · j = ∑
1≤i≤d

∂ji
∂xi

<latexit sha1_base64="R4SxwJQSgrXzbwCbt9eQ61/DceY="></latexit>

j = (ji )1≤i≤doù

<latexit sha1_base64="uXsV8wVeS0Psc08ZM75sriNe5OI="></latexit>

j(x, t) = −κ(x)∇ u(x, t)



• Problème stationnaire correspondant 

• Conditions aux limites : 

• de Dirichlet: 

• de Neumann: 

• de Robin (ou de Fourier):

7S. Fliss - Introduction à la méthode des Eléments Finis / 34 

<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)

<latexit sha1_base64="3pjaR6gnd6is9/emT/Ef2tzj+7Y="></latexit>

∂⌦ = �D [ �N [ �R

<latexit sha1_base64="M9/p6QnyiNOSaVgtHQhrdJWYyY4="></latexit>

u(x) = uD (x), x 2 �D

<latexit sha1_base64="Dldkb6sfyr4ZALhY5hrrV852VLY="></latexit>

−∇ · (κ ∇ u)(x) = f (x), x ∈ Ω

<latexit sha1_base64="xOqLtqxypv1SH0TW6QGvGVCZnao="></latexit>

(κ ∇ u)(x) · n(x) = g(x), x ∈ ΓN

<latexit sha1_base64="FVvBOWf/3yxDbmDsFBonoMyXy0c="></latexit>

(κ ∇ u)(x) · n(x) + β(u(x)− u0(x)) = g(x), x ∈ ΓR

<latexit sha1_base64="2/1wBIJQSS2AHX+omZWo715n8Yo="></latexit>

�k̄�u(x) = f (x), x 2 ⌦

<latexit sha1_base64="sMq7m6KYQmdtrIZ0JbnG76ZWElE="></latexit>

si κ(x) = κ̄ constante, x ∈ Ω

Rappel<latexit sha1_base64="OgxiCZp+IeEKadgHhUsAtFBQ0g4="></latexit>

�u := Â ∂2u

∂x2i
= r ·r u et ∂u

∂n
:= r u · n

<latexit sha1_base64="OgxiCZp+IeEKadgHhUsAtFBQ0g4="></latexit>

�u := Â ∂2u

∂x2i
= r ·r u et ∂u

∂n
:= r u · n

Notation

Un modèle 2D simple : Conduction de la chaleur

Des équations similaires peuvent être obtenues quand on s’intéresse au  
déplacement latéral d’une membrane, la diffusion neutronique,  
la diffusion de nutriments dans un milieu cellulaire,…

voir le chapitre 1 pour d’autres exemples 



Problème modèle étudié dans ce cours
Étant donné un domaine borné             , on se donne une équation aux dérivées partielles (EDP)  
dite elliptique 
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<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)

<latexit sha1_base64="3pjaR6gnd6is9/emT/Ef2tzj+7Y="></latexit>

∂⌦ = �D [ �N [ �R

Definition des EDPs elliptiques.
<latexit sha1_base64="UCx8DPn+iK/f4Q5glYQMJS7yL1s="></latexit>

n

Â
i ,j=1

aij (x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n

Â
i=1

bi (x)
∂u

∂xi
+ c(x)u = f (x), x 2 ⌦ ⇢ Rd

<latexit sha1_base64="M9/p6QnyiNOSaVgtHQhrdJWYyY4="></latexit>

u(x) = uD (x), x 2 �D

<latexit sha1_base64="Dldkb6sfyr4ZALhY5hrrV852VLY="></latexit>

−∇ · (κ ∇ u)(x) = f (x), x ∈ Ω

<latexit sha1_base64="xOqLtqxypv1SH0TW6QGvGVCZnao="></latexit>

(κ ∇ u)(x) · n(x) = g(x), x ∈ ΓN
<latexit sha1_base64="FVvBOWf/3yxDbmDsFBonoMyXy0c="></latexit>

(κ ∇ u)(x) · n(x) + β(u(x)− u0(x)) = g(x), x ∈ ΓR

<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd

de Dirichlet: 

de Neumann: 

de Robin (ou de Fourier):

est elliptique si                               est symétrique, des valeurs propres  
non nulles & de même signe.

<latexit sha1_base64="leo19UPzt2D/teWCAVK5qvnxyLc="></latexit>

a(x) =
�
aij (x)

�
1i ,jn

Exemples : 
<latexit sha1_base64="2/1wBIJQSS2AHX+omZWo715n8Yo="></latexit>

�k̄�u(x) = f (x), x 2 ⌦
<latexit sha1_base64="Qh0KVKru29xzrwD7wldAukuGu/s="></latexit>

−∇ · (κ ∇ u)(x) + c(x) u(x) = f (x), x ∈ Ω
<latexit sha1_base64="8GUDyMPbshR5zpGElV9cDBNMjjE="></latexit>

−κ̄∆u(x) + b(x) ·∇u(x) = f (x), x ∈ Ω

Cette EDP est complétée d’une ou plusieurs conditions aux limites (CL) 
Ces équations sont écrites au sens presque partout dans    , c’est à dire pour presque tout   .

<latexit sha1_base64="hPQwjmqEoisl5GFGnArVsLN2zJA="></latexit>

Ω <latexit sha1_base64="cCcqZIw4NKOt+QG+Z1T1rrSzbX0="></latexit>x



• Montrer l’équivalence entre le problème fort (EDP+CL) et le problème faible (FV). 
• Prouver que le problème faible est bien posé. 
• Choisir une méthode d’approximation/de discrétisation 
• Construire le problème discrétisé 
• Evaluer a priori la qualité de la solution approchée (précision de la méthode et erreur commise par rapport à la 
solution exacte) 

• Résoudre le problème discrétisé et valider les résultats 
• Connaitre quelques extensions à des cas plus complexes. 

Amphi 1 et TD1

Objectif du cours
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<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)Exemple 
<latexit sha1_base64="ril23ZQqIADBm75c/XYIfCOM7Zk="></latexit>Trouver u ∈??? solution de

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit> ⇒ Amphi 2 et TD2

Amphi 2 et TD2
Amphi 3 et TD3

Amphi 4
Amphi 4 et 5

Amphi 6
TP

<latexit sha1_base64="ril23ZQqIADBm75c/XYIfCOM7Zk="></latexit>Trouver u ∈??? solution de

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>

⇒

<latexit sha1_base64="mHfnjcRqJ7s5YxV1BTlnH53MvBY="></latexit>

∀v ∈???
∫

Ω
[∇ u ·∇ v + uv ] dΩ =

∫

Ω
fvdΩ+

∫

∂Ω
gv dΓ

<latexit sha1_base64="PqTbrEXDuFX/Tfu+FNa89qy28qQ="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
∇ u · n = g sur ∂Ω

• Ecrire une formulation variationnelle

Amphi 7 (Cours d’ouverture)



Outils mathématiques
1. Formules de Green pour les fonctions régulières 
2. Espaces de Sobolev, Dérivation faible dans L2 

3. Théorème de trace 
4. Retour sur les formules de Green

voir les chapitres 2 et 3.
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Outils mathématiques
1. Formules de Green pour les fonctions régulières 
2. Espaces de Sobolev, Dérivation faible dans L2 

3. Théorème de trace 
4. Retour sur les formules de Green

voir les chapitres 2 et 3.
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Rappel

Le domaine physique
Le domaine             est supposé être un ouvert borné de frontière     suffisamment régulière. 

 

12S. Fliss - Introduction à la méthode des Eléments Finis / 34 

Definition

<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd

La frontière     est dite suffisamment régulière si en tout point de 

<latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω
<latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

•    est localement d’un seul côté de la frontière  
<latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω
<latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="> </latexit>

∂Ω

• On peut localement cartographier la frontière par une application lipschitzienne 

Exemples de domaine d’étude

Exemples de domaine exclus

Domaines fissurés

Domaines avec point de rebroussement

<latexit sha1_base64="VfPXlrPcv0fSJmw7r1apxMCGukk="></latexit>

f : X → Y lipchitzienne ssi ∃η > 0, ∀x , x ′ ∈ X , ‖f (x)− f (x ′)‖Y ≤ η‖x − x ′‖X .



Soit             un ouvert borné de frontière     suffisamment régulière. 
 

Formules de Green
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Formule de Stokes

Soit                 , 
<latexit sha1_base64="mcJQ075Oqbce/BtGcIC3Iqvok5A="></latexit>

w ∈ C∞(Ω)

<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="+9wFXoeh6gV91RjAe4xP2I9X9s0="></latexit>∫

Ω

∂w

∂xi
dΩ =

∫

∂Ω
wni dΓ

<latexit sha1_base64="CDXRWm5b3NXGakjGm8/ZP1HFk80="></latexit>

w : x = (x1, ... , xd ) 7! w(x) 2 R

<latexit sha1_base64="PZ2QNgjS4uANr24EoI2ZgFGMmnA="></latexit>

1 ≤ i ≤ d

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

n=1n=-1 0 L
En 1d, Formule de Stokes = Formule d’intégration par parties

<latexit sha1_base64="rSbIqWPQ2TxkrBQELVHu/HuUo3E="></latexit>

∀w ∈ C∞([a, b]),
∫ b

a

dw

dx
dx = w(b)− w(a)

Corollaire

<latexit sha1_base64="w8rKKbzcE2E236V3zOQoQkklJSE="></latexit>

u, v ∈ C∞(Ω)

<latexit sha1_base64="8Je8FFtMl2mChO/HBtjc3siqkzk="></latexit>∫

Ω

(
∂u

∂xi
v + u

∂v

∂xi

)
dΩ =

∫

∂Ω
u v ni dΓ

<latexit sha1_base64="PZ2QNgjS4uANr24EoI2ZgFGMmnA="></latexit>

1 ≤ i ≤ dSoient                 , 

Il suffit de poser             dans la formule de Stokes.<latexit sha1_base64="CH6Uvls/F+GpN6rdVlobd/nuSQ8="></latexit>w = u v



Soit             un ouvert borné de frontière     suffisamment régulière. 
 

Formules de Green
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Formule de Stokes

Soit                 , 
<latexit sha1_base64="mcJQ075Oqbce/BtGcIC3Iqvok5A="></latexit>

w ∈ C∞(Ω)

<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="+9wFXoeh6gV91RjAe4xP2I9X9s0="></latexit>∫

Ω

∂w

∂xi
dΩ =

∫

∂Ω
wni dΓ

<latexit sha1_base64="CDXRWm5b3NXGakjGm8/ZP1HFk80="></latexit>

w : x = (x1, ... , xd ) 7! w(x) 2 R

<latexit sha1_base64="PZ2QNgjS4uANr24EoI2ZgFGMmnA="></latexit>

1 ≤ i ≤ d

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

0 L n=1n=-1
En 1d, Formule de Stokes = Formule d’intégration par parties

<latexit sha1_base64="rSbIqWPQ2TxkrBQELVHu/HuUo3E="></latexit>

∀w ∈ C∞([a, b]),
∫ b

a

dw

dx
dx = w(b)− w(a)

Formule de la divergence, de Green/Ostrogradsky

<latexit sha1_base64="UDY2k8Cxo4hTm+sAQwgTh/HBQ94="></latexit> Z

⌦
r · U(x) d⌦ =

Z

∂⌦
U(x) · n(x) d�

Soit un champ de vecteur                    ,
<latexit sha1_base64="X5EMYnNCBskLmLD0JLCiuS/kkX0="></latexit>

U ∈ [C∞(Ω)]d
<latexit sha1_base64="WJgGz4V5JiKFXFg85SISGcNonqg="></latexit>

U : x = (x1, ... , xd ) 7! U(x) 2 Rd

<latexit sha1_base64="PVBAsyksmLeObc5LKt/TTel2PHs="></latexit>

U(x) = v(x)W (x)

<latexit sha1_base64="cQcfOGxMtOmfp75RUhMHzAl6UVg="></latexit> Z

⌦

h
v(x)r ·W (x) +r v(x) ·W (x)

i
d⌦ =

Z

∂⌦
v(x)W (x) · n(x) d�

Il suffit de poser dans la formule précédente

<latexit sha1_base64="//QV14Iy9szywIrMQI1nfdW5O9c="></latexit>

∀v ∈ C∞(Ω), W ∈ [C∞(Ω)]d
voir le TD1- Exo1 pour l’obtention de ces formules



Soit             un ouvert borné de frontière     suffisamment régulière. 
 

Formules de Green
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<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd <latexit sha1_base64="bABZN0zUJuz3yCReHFASrY7KjKc="></latexit>

∂Ω

<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦Formule de Green
<latexit sha1_base64="COsryAxIQTdXIMRj/iTlLrLSUHs="></latexit>∫

Ω

[
v(x)∆u(x) +∇ v(x) ·∇ u(x)

]
dΩ =

∫

∂Ω
v(x)∇ u(x) · n(x) dΓ

<latexit sha1_base64="rm37QptafUGWs+cmr53xWCG1Drg="></latexit>

∀u, v ∈ C∞(Ω)

<latexit sha1_base64="1beQ12+K7LeJfjMiBbjIogSiioo="></latexit>

u ∈ C2(Ω), v ∈ C1(Ω)Cette formule est valable aussi pour 

Application : on peut construire des formulations variationnelles (ou principe des travaux virtuels)

On multiplie l’EDP par une fonction test v et on intègre sur
<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd
<latexit sha1_base64="0ORgvEgU0aX+zZiMAuXNZrTIlBM="></latexit>

−
∫

Ω
∆uv dΩ+

∫

Ω
uv dΩ =

∫

Ω
fv dΩ

Pour appliquer la formule de Green, on choisit                et on obtient
<latexit sha1_base64="MDpS1flhJxRlqXSD1xM5SDCGiKc="></latexit>

v ∈ C1(Ω)
<latexit sha1_base64="Jli0ZrxzrF1jzzOgSdlRbEgxkYA="></latexit>∫

Ω
∇ u ·∇ v dΩ−

∫

∂Ω
∇ u · n v dΓ+

∫

Ω
uv dΩ =

∫

Ω
fv dΩ

<latexit sha1_base64="hEhNPBkLTc4jGi2t0cmCrDvZMq0="></latexit>

On cherche u ∈ C2(Ω) solution de <latexit sha1_base64="+h2SA9yRa3QqVyVOJJTDKIQ5lVI="></latexit>

avec f ∈ C∞(Ω), g ∈ C∞(∂Ω)

<latexit sha1_base64="PqTbrEXDuFX/Tfu+FNa89qy28qQ="></latexit>{
−∆u + u = f dans Ω
∇ u · n = g sur ∂Ω

<latexit sha1_base64="JCzNi3tvWLy3GLa4df4irgOEvPs="></latexit>

= g sur ∂Ω d’après la condition aux limites
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<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦
On vient d’obtenir une première formulation variationnelle:

Pourquoi avoir introduit une formulation variationnelle ?

<latexit sha1_base64="Qbc7fsjDy7uEIS2scUvid/4h5jE="></latexit>∫

Ω
∇ u ·∇ v dΩ+

∫

Ω
uv dΩ =

∫

Ω
f v dΩ+

∫

∂Ω
g v dΓ

• Elle permet d’évaluer des intégrales plutôt que des dérivées en tout point.

• On a réduit l’ordre de dérivation sur l’inconnue en augmentant celle sur une fonction test.

Cela engendre une certaine "symétrie" entre inconnue et fonctions test.
• Elle a un lien avec l’ « énergie »  du problème.

Le lien sera montré plus tard dans ce cours (voir aussi le chapitre 1).
• La méthode des éléments finis se base sur la formulation variationnelle.

• Le caractère bien posé du problème (unicité et existence d’une solution et stabilité par rapport aux 
données) est en général obtenu à partir des formulations variationnelles.

<latexit sha1_base64="o5ZTt8Nr8/oRr8MEN58Pv6bJ4dU="></latexit>

Trouver u ∈ C2(Ω) solution de
<latexit sha1_base64="xvwnoZNDwHRev/i6bAe2xKP0ehk="></latexit>

∀v ∈ C1(Ω),
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<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦
On vient d’obtenir une première formulation variationnelle:

Unicité?

<latexit sha1_base64="o5ZTt8Nr8/oRr8MEN58Pv6bJ4dU="></latexit>

Trouver u ∈ C2(Ω) solution de
<latexit sha1_base64="Qbc7fsjDy7uEIS2scUvid/4h5jE="></latexit>∫

Ω
∇ u ·∇ v dΩ+

∫

Ω
uv dΩ =

∫

Ω
f v dΩ+

∫

∂Ω
g v dΓ

<latexit sha1_base64="xvwnoZNDwHRev/i6bAe2xKP0ehk="></latexit>

∀v ∈ C1(Ω),

<latexit sha1_base64="xvwnoZNDwHRev/i6bAe2xKP0ehk="></latexit>

∀v ∈ C1(Ω),
<latexit sha1_base64="vtdhXXCkmEgI/3u94Kx0C0rxS5s="></latexit>∫

Ω
∇ (u1 − u2) ·∇ v dΩ+

∫

Ω
(u1 − u2)v dΩ = 0

Supposons que             sont deux solutions dans           alors
<latexit sha1_base64="MlFHhQkMHsRq65IpRAH/p6UzF2M="></latexit>

u1 et u2
<latexit sha1_base64="4zUbMNeZQPEGsRg6mn+Tl4kS5Xw="></latexit>

C2(Ω),

En particulier pour 
<latexit sha1_base64="9iRm9a85FCVP9YN3arJCf0Fl9LY="></latexit>

v = u1 − u2 ∈ C1(Ω),
<latexit sha1_base64="9XTRdQuuFHKlPkgjm9ALYLcZWpU="></latexit>∫

Ω
‖∇ (u1 − u2)‖2 dΩ+

∫

Ω
(u1 − u2)

2 dΩ = 0 ce qui implique que 
<latexit sha1_base64="+y+xaq9ZMDJgOVcWccDQk42SEl4="></latexit>

u1 = u2 dans Ω

Existence?

Stabilité par rapport aux données?
On verra qu’il n’existe pas toujours une solution aussi régulière…

On verra qu’il n’y a pas toujours stabilité pour la norme naturelle de 
<latexit sha1_base64="ZMuwPfcqOzIojFwKT6Kz6JoI76c="></latexit>

C2(Ω)

Les théorèmes (le théorème de Lax Milgram par exemple) pour répondre à ces questions sont basés sur des 
formulations varionnelles écrites dans des espaces de Hilbert.
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Definitions

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire qui est complet pour la norme  
induite par le produit scalaire.

Un espace complet est un espace normé dans lequel toutes les suites de Cauchy convergent.

Proposition

Soit F un sous espace fermé d’un espace de Hilbert E alors muni de la norme induite par le produit 
scalaire, c’est un espace de Hilbert.

Preuve : soit une suite de Cauchy d’élément de F, comme F est inclus dans E et que E est complet, la suite de Cauchy converge dans E. 
Comme F est fermé, la suite converge dans F.

Théorème de représentation de Riesz

Soit                une forme linéaire sur un espace de Hilbert E qui est continue, c’est à dire
<latexit sha1_base64="etI68UBSttLsAmigZyZIlu09Qi4="></latexit>

! : V → R
<latexit sha1_base64="037GnMc2fWpat/5ytr0qlbwsJkY="></latexit>

∃C > 0, ∀v ∈ V , |!(v)| ≤ C‖v‖V
alors il existe un unique         (appelé représentant de Riesz) tel que

<latexit sha1_base64="fESwPaAxE9AaXEJ5pEx/fnNQXCQ="></latexit>

u ∈ V
<latexit sha1_base64="lULypPVVFP+oU+1/XWIO+6QQcB4="></latexit>

∀v ∈ V , !(v) = (u, v)V .

mais aussi le théorème de Lax-Milgram qui sera énoncé et démontré dans le cours 3.
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<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

<latexit sha1_base64="m2AZo3j7+wJ87/le0w/CnJXokjI="></latexit>

Trouver u ∈ C2(Ω) solution de
<latexit sha1_base64="Qbc7fsjDy7uEIS2scUvid/4h5jE="></latexit>∫

Ω
∇ u ·∇ v dΩ+

∫

Ω
uv dΩ =

∫

Ω
f v dΩ+

∫

∂Ω
g v dΓ

<latexit sha1_base64="1cz6ebEc2E6nK31i36t7LBVBwEo="></latexit>

∀v ∈ C1(Ω),

Est ce que les espaces          sont des espaces de Hilbert?
<latexit sha1_base64="9PY4zlNIq2A0PFl/vOH4Nh5psxg="></latexit>

Ck (Ω)

Proposition (admis)

• L’espace          muni de la norme                                              est complet mais cette norme 
n’est pas induite par un produit scalaire.

<latexit sha1_base64="IRXXo8slRhfrph0CY0D4jXYdbiQ="> </latexit>

C1(Ω)
<latexit sha1_base64="M7276Usx754Zr0wePqhiZKeQko4="></latexit>

‖f ‖ := sup
x∈Ω

|f (x)|+ sup
x∈Ω

‖∇ f (x)‖

• L’espace          muni du produit scalaire « naturel » pour ce problème                                               

n’est pas complet.

<latexit sha1_base64="IRXXo8slRhfrph0CY0D4jXYdbiQ="> </latexit>

C1(Ω)
<latexit sha1_base64="flgWNrpdKAc3wwqToIdz/DLABb8="></latexit>

(u, v) 7!
∫

Ω
r u ·r v dΩ+

∫

Ω
uv dΩ

On ne peut pas appliquer le théorème de Lax-Milgram dans          ! 
<latexit sha1_base64="IRXXo8slRhfrph0CY0D4jXYdbiQ="></latexit>

C1(Ω)

Introduisons maintenant un cadre fonctionnel adapté dans lequel  
nous pourrons appliquer le théorème de Lax Milgram!



Outils mathématiques
1. Formules de Green pour les fonctions régulières 
2. Espaces de Sobolev, Dérivation faible dans L2 

3. Théorème de trace 
4. Retour sur les formules de Green

voir les chapitres 2 et 3.

20



L’espace de Sobolev 

21S. Fliss - Introduction à la méthode des Eléments Finis / 34 

Definition
<latexit sha1_base64="1PDtiKX7qFxEBiJwoSEzg4RlEao="></latexit>

L2(Ω) :=
{
f : Ω → R mesurable,

∫

Ω
f 2 dΩ < +∞

} Rappel
Les fonctions mesurables dans    sont définies presque partout dans 

<latexit sha1_base64="+Yzob6zm0aC8OIm5PWgqsboGAvA="></latexit>

Ω
<latexit sha1_base64="+Yzob6zm0aC8OIm5PWgqsboGAvA="></latexit>

Ω

Théorème

 L’espace          muni du produit scalaire                                 est un espace de Hilbert.
<latexit sha1_base64="zEHHlGBXSN5mQVRCtM4lOU4ghyg="></latexit>

L2(Ω)
<latexit sha1_base64="VGCaplt+brozcv6B59ACo9FG9uw="></latexit>

(u, v)L2(Ω) :=
∫

Ω
uv dΩ

On notera

<latexit sha1_base64="/jPbFJNHyKqUMwi87su8s2FP4tE="></latexit>

‖u‖L2(Ω) :=
√
(u, u)L2(Ω) =

[∫

Ω
u2 dΩ

]1/2

On note
<latexit sha1_base64="E2CjfcF5v9Mnx0Ar3PGJCoeqd+4="></latexit>

D(Ω) (≡ C∞
c (Ω)) = {f ∈ C∞(Ω), t.q. Supp(f ) compact dans Ω}

Exemple : comme    est un ouvert borné, on a 
<latexit sha1_base64="+Yzob6zm0aC8OIm5PWgqsboGAvA="></latexit>

Ω
<latexit sha1_base64="U/+t26kDSBzCXZnelr7Zjj1Y9ns="></latexit>

C0(Ω) ⊂ L2(Ω) :
<latexit sha1_base64="5vWoW3G/dP560DHaeF2zTZ7olTs="></latexit>

∀f ∈ C0(Ω),
∫

Ω
|f |2 dΩ ≤

(
sup
x∈Ω

|f (x)|
)2 |Ω|

<latexit sha1_base64="N9a4PGiuzsgUWqke/ehVAa33bOg="></latexit>

L2(Ω)

Comme                                             , on a également que                      sont denses dans         . 
<latexit sha1_base64="9zXgtak451NVO1G3Cp7FdmftdAo="></latexit>

C∞(Ω) et C0(Ω)
<latexit sha1_base64="zEHHlGBXSN5mQVRCtM4lOU4ghyg="></latexit>

L2(Ω)
<latexit sha1_base64="DodbvEFYXVr8091Mey0Elx4C4c0="></latexit>

D(Ω) ⊂ C∞(Ω) ⊂ C0(Ω) ⊂ L2(Ω)

Théorème

 L’espace         est dense dans          c’est à dire : 
<latexit sha1_base64="zEHHlGBXSN5mQVRCtM4lOU4ghyg="></latexit>

L2(Ω)
<latexit sha1_base64="DodbvEFYXVr8091Mey0Elx4C4c0="></latexit>

D(Ω) ⊂ C∞(Ω) ⊂ C0(Ω) ⊂ L2(Ω)
<latexit sha1_base64="nVjDkoLtK7fSnVyWepUR9VKH4jI="></latexit>

→f ∈ L2(Ω), ∃(fn)n ∈ D(Ω)N, lim
n→+∞

‖f − fn‖L2(Ω) = 0
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Definition

<latexit sha1_base64="N9a4PGiuzsgUWqke/ehVAa33bOg="></latexit>

L2(Ω)

On dit que              admet une dérivée faible dans         dans la direction    ssi il existe               tel que 
<latexit sha1_base64="aHmWcplD+1NG3fhml9I/uC9GMpQ="></latexit>

u ∈ L2(Ω)
<latexit sha1_base64="Zs6fJ7ehW2VeqSR/PU20oOW/4EY="></latexit>

L2(Ω) <latexit sha1_base64="BibJGvbq6oAGzOMihDs/CXv7T7Y="></latexit>e i
<latexit sha1_base64="b9ACMlwnppga5JfMV/u/XjwiMxo="></latexit>

ui ∈ L2(Ω)

<latexit sha1_base64="QMb2dqYALbIYiW6GKUm3V/r/Rt8="></latexit>uiDans ce cas,    est appelée la dérivée faible de   dans la direction    et est notée      .<latexit sha1_base64="j2p1RBcA0z/Y8fhYnJDOh/Ztgdg="></latexit>u
<latexit sha1_base64="BibJGvbq6oAGzOMihDs/CXv7T7Y="></latexit>e i

<latexit sha1_base64="ARhmW9FCa4yteSdkmwdtgKz5jRE="></latexit>

∂u

∂xi
Quand une fonction   admet une dérivée faible dans toutes les directions, elle admet un gradient faible.<latexit sha1_base64="j2p1RBcA0z/Y8fhYnJDOh/Ztgdg="></latexit>u

La dérivée faible est une extension de la dérivation au sens classique puisque
<latexit sha1_base64="nWH7g5lJtOe8qvV2SToaM1sXjNo="></latexit>

u ∈ C1(Ω), v ∈ D(Ω),
∫

Ω

∂u

∂xi
v dΩ = −

∫

Ω
u

∂v

∂xi
dΩ

<latexit sha1_base64="O3oopZmhzP+aojAb3PmYqSyVE8Q="></latexit>

∀φ ∈ D(Ω),
∫

Ω
u

∂φ

∂xi
dΩ = −

∫

Ω
ui φ dΩ.

Pour les personnes connaissant la dérivée au sens des distributions, une fonction                           admet
<latexit sha1_base64="GNYNWtBmnAdIHDgFldih6iDF0/4="></latexit>

u ∈ L2(Ω) ⊂ D′(Ω)

une dérivée faible dans          dans une direction si sa dérivée au sens des distributions est dans         !  
<latexit sha1_base64="Zs6fJ7ehW2VeqSR/PU20oOW/4EY="></latexit>

L2(Ω)
<latexit sha1_base64="Zs6fJ7ehW2VeqSR/PU20oOW/4EY="></latexit>

L2(Ω)
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Definition

<latexit sha1_base64="N9a4PGiuzsgUWqke/ehVAa33bOg="></latexit>

L2(Ω)

On dit que              admet une dérivée faible dans         dans la direction    ssi il existe               tel que 
<latexit sha1_base64="aHmWcplD+1NG3fhml9I/uC9GMpQ="></latexit>

u ∈ L2(Ω)
<latexit sha1_base64="Zs6fJ7ehW2VeqSR/PU20oOW/4EY="></latexit>

L2(Ω) <latexit sha1_base64="BibJGvbq6oAGzOMihDs/CXv7T7Y="></latexit>e i
<latexit sha1_base64="b9ACMlwnppga5JfMV/u/XjwiMxo="></latexit>

ui ∈ L2(Ω)

<latexit sha1_base64="QMb2dqYALbIYiW6GKUm3V/r/Rt8="></latexit>uiDans ce cas,    est appelée la dérivée faible de   dans la direction    et est notée      .<latexit sha1_base64="j2p1RBcA0z/Y8fhYnJDOh/Ztgdg="></latexit>u <latexit sha1_base64="BibJGvbq6oAGzOMihDs/CXv7T7Y="></latexit>e i

<latexit sha1_base64="ARhmW9FCa4yteSdkmwdtgKz5jRE="></latexit>

∂u

∂xi
Quand une fonction   admet une dérivée faible dans toutes les directions, elle admet un gradient faible.<latexit sha1_base64="j2p1RBcA0z/Y8fhYnJDOh/Ztgdg="></latexit>u

Proposition

Soit              . Si pour              , il existe une constante          telle que
<latexit sha1_base64="aHmWcplD+1NG3fhml9I/uC9GMpQ="></latexit>

u ∈ L2(Ω)
<latexit sha1_base64="PZ2QNgjS4uANr24EoI2ZgFGMmnA="></latexit>

1 ≤ i ≤ d
<latexit sha1_base64="i9NgrPsv0uVW1XY47wy/blo2YYA="></latexit>

C > 0

alors (d’après le théorème de représentation de Riesz),   admet une dérivée faible dans la direction    .<latexit sha1_base64="j2p1RBcA0z/Y8fhYnJDOh/Ztgdg="></latexit>u <latexit sha1_base64="BibJGvbq6oAGzOMihDs/CXv7T7Y="></latexit>e i

<latexit sha1_base64="O3oopZmhzP+aojAb3PmYqSyVE8Q="></latexit>

∀φ ∈ D(Ω),
∫

Ω
u

∂φ

∂xi
dΩ = −

∫

Ω
ui φ dΩ.

<latexit sha1_base64="H7boTPg5Z5lY9p3D+ZeDgdZwFPM="></latexit>

∀φ ∈ D(Ω),

����
Z

Ω
u

∂φ

∂xi
dΩ

���� ≤ C‖φ‖L2(Ω)

Definition

On dit que                    admet une divergence faible dans         ssi il existe               tel que 
<latexit sha1_base64="tQKi1RJYsXziWs/dPFa99utxLq0="></latexit>

U ∈ [L2(Ω)]d
<latexit sha1_base64="Zs6fJ7ehW2VeqSR/PU20oOW/4EY="></latexit>

L2(Ω)
<latexit sha1_base64="fGxZRE0cSuFEU4tCL8uHwBhtwNg="></latexit>

w ∈ L2(Ω)
<latexit sha1_base64="IgDXGo9G0Re2Amh0bX1LzFzQ8Vk="></latexit>

∀φ ∈ D(Ω),
∫

Ω
U ·∇ φ dΩ = −

∫

Ω
wφ dΩ

Dans ce cas,    est appelée la divergence faible de   .<latexit sha1_base64="n4hHb6m7KxJSfxbodHgd9/c5gZk="></latexit>w
<latexit sha1_base64="yRqXdQlGVX/gFzGlqfMP9XewfIU="></latexit>

U
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Definition

Mais l’espace        ne l’est pas!
<latexit sha1_base64="f4aYJ5bZQXEdjot6O8Z0945dTJk="></latexit>

D(Ω) ⊂ D(Ω) ⊂ C0(Ω) ⊂ L2(Ω)

<latexit sha1_base64="aCikfLyF2IY6tsdB+bD7jkwXCu4="></latexit>

H
1(Ω)

 L’espace          est l'ensemble des fonctions de         qui admettent une dérivée faible dans toutes les 
directions

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="Zs6fJ7ehW2VeqSR/PU20oOW/4EY="></latexit>

L2(Ω)
<latexit sha1_base64="sPwuALpIPI+FNFTheQcFHCfLUa8="></latexit>

H
1(Ω) := {v ∈ L

2(Ω),
∂v

∂xi
∈ L

2(Ω) ∀i ∈ {1, ... , d}}

Exemple 1.  Comme    est un ouvert borné, on a 
<latexit sha1_base64="+Yzob6zm0aC8OIm5PWgqsboGAvA="></latexit>

Ω
<latexit sha1_base64="ZB0smDQc2D/b22RDCkYDUrc5ZZQ="></latexit>

C1(Ω) ⊂ H
1(Ω).

Exemple 2.  Soit    est un ouvert borné avec 
<latexit sha1_base64="+Yzob6zm0aC8OIm5PWgqsboGAvA="></latexit>

Ω
<latexit sha1_base64="RPJIWrcdb3iqW7ul47T5TKXaU7Q="></latexit>

Ω = Ω1 ∪Ω2 et Ω1 ∩Ω2 = ∅
<latexit sha1_base64="NTQBJM/TX48RfMfH52T4LoBRJJE="></latexit>

Ω2

<latexit sha1_base64="0L3k5jDBU3GI3o067PMXVre56kg="></latexit>

Soit f
��
Ω1

∈ C1(Ω1) et f
��
Ω2

∈ C1(Ω2)
<latexit sha1_base64="Dhn00XIg7d5bSMMUaIQ4gCzg/PM="></latexit>

alors f ∈ C
0(Ω) ⇔ f ∈ H

1(Ω)

<latexit sha1_base64="l7Ntht6YUhPzqit4dgC7J+1yfZU="></latexit>

Ω1

Théorème

 L’espace          muni du produit scalaire                                                  est un espace de Hilbert.
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="pkwZ8vkR1BpqmLH4n/dnteMvPZE="></latexit>

(u, v)H1(Ω) :=
∫

Ω

[∇ u ·∇ v + uv ] dΩ

On notera

<latexit sha1_base64="Nn5wQpx9vowxeDAnqo8DsXUDOzQ="></latexit>

‖u‖H1(Ω) :=
√
(u, u)H1(Ω) =

[∫

Ω

‖∇ u‖2 + u2 dΩ

]1/2

Théorème

 L’espace          est dense dans          c’est à dire : 
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="hhSQsz8zgrxKXToUt/mCEiGYdKI="></latexit>

C∞(Ω),
<latexit sha1_base64="EkDtrq5gMvgyMzLQRLJgUfPR5wo="></latexit>

→f ∈ H
1(Ω), ∃(fn)n ∈ C

∞(Ω)N
, lim
n→+∞

‖f − fn‖H1(Ω) = 0

voir le TD1- Exo2



 L’espace          est l’adhérence de         dans         , c’est à dire l’ensemble des limites des suites d’éléments de        qui 
sont convergentes dans          .
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Definition

 Par définition, l’espace         est dense dans         .

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="OwHIsQQtybBHh+7aX+jofhexzC4="></latexit>

H
1
0(Ω)

<latexit sha1_base64="NoKSmSbckQ+eLA8x1S7suIysl/k="></latexit>

H
1
0(Ω)

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="NoKSmSbckQ+eLA8x1S7suIysl/k="></latexit>

H
1
0(Ω)

Proposition

 Muni du produit scalaire de         , l’espace         est un espace de Hilbert.
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="NoKSmSbckQ+eLA8x1S7suIysl/k="></latexit>

H
1
0(Ω)

Preuve: Par définition,          est un sous espace fermé de          !
<latexit sha1_base64="NoKSmSbckQ+eLA8x1S7suIysl/k="></latexit>

H
1
0(Ω)

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

Remarques. 
<latexit sha1_base64="w/MENizui9Lk88Ert4WSmfhsTyk="></latexit>

Si Ω = Rd
, H

1
0(R

d ) = H
1(Rd )

<latexit sha1_base64="t0oWdBR1ziE/eO8iL05fLJBPv6A="></latexit>

Si Ω ! Rd
, H

1
0(Ω) ! H

1(Ω)

Les espaces         et         sont des espaces qui sont fondamentaux dans ce cours.
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="NoKSmSbckQ+eLA8x1S7suIysl/k="></latexit>

H
1
0(Ω)

<latexit sha1_base64="sYSKzCV7lPufSapdSTLQQ3FRwXs="></latexit>

D(Ω) ⊂ C∞(Ω) ⊂ C0(Ω) ⊂ L2(Ω)

<latexit sha1_base64="sYSKzCV7lPufSapdSTLQQ3FRwXs="></latexit>

D(Ω) ⊂ C∞(Ω) ⊂ C0(Ω) ⊂ L2(Ω)

<latexit sha1_base64="sYSKzCV7lPufSapdSTLQQ3FRwXs="></latexit>

D(Ω) ⊂ C∞(Ω) ⊂ C0(Ω) ⊂ L2(Ω)
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Definition
<latexit sha1_base64="XJLtr8Glc4yZGJx+bOMHwd588HY="></latexit>

H
2(Ω) := {v ∈ H

1(Ω),
∂2v

∂xi∂xj
∈ L

2(Ω) ∀i , j ∈ {1, ... , d}}

Definition
<latexit sha1_base64="Ae/aGSwHUGiYsDyo9QPl1H7+YUs="></latexit>

H(Ω, div) := {U ∈ [L2(Ω)]d , ∇ · U ∈ L
2(Ω)}

Muni du produit scalaire                                                                     ,             est un Hilbert.

Definition
<latexit sha1_base64="ls47/Wf45RFqIrQXCYo8Q8SbstU="></latexit>

H(Ω,∆) :=
{
v ∈ H

1(Ω), ∆v ∈ L
2(Ω)

}
=

{
v ∈ H

1(Ω), ∇ v ∈ H(Ω, div)
}

Muni du produit scalaire                                                                      ,                                                 
<latexit sha1_base64="7z9ZNQnDcbJlezIgMK93SyjAhbk="></latexit>

H
2(Ω) est un Hilbert.

<latexit sha1_base64="1iwgRAh6zQZtXO90YFfNK7h/B1E="></latexit>

(u, v)H2(Ω) := (u, v)H1(Ω) + ∑
i ,j

(
∂2u

∂xi∂xj
,

∂2v

∂xi∂xj
)L2(Ω)

<latexit sha1_base64="xiEGIIGLQUa2LhqgwAcvOF+ctZE="></latexit>

(U,V )H(Ω,div) := (U,V )L2(Ω) + (∇ · U,∇ · V )L2(Ω)
<latexit sha1_base64="kwHhKutmgq+W3KVJKoZNb+fMLcs="></latexit>

H(Ω, div)

Muni du produit scalaire                                                          ,                                                 
<latexit sha1_base64="DjDxO1lstN7HXEK4ZYJBf5fjDkA="></latexit>

(u, v)H(Ω,∆) := (u, v)H1(Ω) + (∆u,∆v)L2(Ω)
<latexit sha1_base64="b0Grg4L88RYQDVwLs+ZNpXkwC4Q="></latexit>

H(Ω,∆) est un Hilbert.
<latexit sha1_base64="PNk4Nvv1mk0oN+PCUbkWrKA9FsE="></latexit>

Si Ω = Rd
, H

2(Rd ) = H(Rd
,∆)

<latexit sha1_base64="EOr2724kNx4lWyCS8k60Co2xBL4="></latexit>

Si Ω ! Rd
, H

2(Ω) ! H(Ω,∆)
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 L’espace          est dense dans                                . L’espace             est dense dans             .        
<latexit sha1_base64="kwHhKutmgq+W3KVJKoZNb+fMLcs="></latexit>

H(Ω, div)
<latexit sha1_base64="4vEazaUKdzaMYLz/21R/iYybM1U="></latexit>

H
1(Ω), H2(Ω), H(Ω,∆)

Pourquoi les résultats de densité sont-ils si intéressants et importants?

Proposition

Soit H et W des espaces vectoriels (e.v.) normés avec W complet et V un sous e.v. (s.e.v.) dense dans H.  
Soit   une application linéaire de V dans W telle que 

<latexit sha1_base64="QK+ld7f0+/NYhE5oNdmxPRiB5OA="></latexit>

!
<latexit sha1_base64="qnwjMswYIXFlQvzUNhI+QxfD8wI="></latexit>

∃C! > 0, ∀v ∈ V , ‖!(v)‖W ≤ C!‖v‖H
Alors    se prolonge par continuité de façon unique en une application    linéaire et continue de H dans W.   

<latexit sha1_base64="QK+ld7f0+/NYhE5oNdmxPRiB5OA="></latexit>

!
<latexit sha1_base64="QK+ld7f0+/NYhE5oNdmxPRiB5OA="></latexit>

!

Corollaire

Soit H et W des e.v. normés avec W complet et V un s.e.v. dense dans H.  
Soit   une application bilinéaire de V x V dans W telle que 

Alors   se prolonge par continuité de façon unique en une application   bilinéaire et continue de H x H dans W.   

<latexit sha1_base64="Suuf7W2YVKch3Qbaz6lFz4O8kw8="></latexit>a
<latexit sha1_base64="DZF6faMfCN7zR5pDa5sk4RtONEQ="></latexit>

∃C > 0, ∀(u, v) ∈ V × V , ‖a(u, v)‖W ≤ C ‖u‖H ‖v‖H
<latexit sha1_base64="Suuf7W2YVKch3Qbaz6lFz4O8kw8="></latexit>a <latexit sha1_base64="Suuf7W2YVKch3Qbaz6lFz4O8kw8="></latexit>a

<latexit sha1_base64="hhSQsz8zgrxKXToUt/mCEiGYdKI="></latexit>

C∞(Ω),
<latexit sha1_base64="HqBjYDttIdmU05U26qvsZjaiP18="></latexit>

[C∞(Ω)]d

voir le TD1- Exo3 pour la preuve
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Avec ces espaces de Hilbert, on a introduit un cadre fonctionnel dans lequel nous pourrions appliquer  
le théorème de Lax-Milgram.

Mais les formules de Green sont établies pour des fonctions très régulières!

Peut on étendre cette formule de Green à des fonctions qui sont seulement dans un de ces espaces de Sobolev?

• L’application                       s’étend aux fonctions de          puisque
<latexit sha1_base64="X0bWkaMlToEKFjfTsqdDsDSIqow="></latexit>

w 7!
∫

Ω

∂w

∂xi
dΩ

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="+9wFXoeh6gV91RjAe4xP2I9X9s0="></latexit>∫

Ω

∂w

∂xi
dΩ =

∫

∂Ω
wni dΓ

<latexit sha1_base64="PZ2QNgjS4uANr24EoI2ZgFGMmnA="></latexit>

1 ≤ i ≤ d

Par exemple, prenons
<latexit sha1_base64="7TdYIwBGf4SGMh+kcFjn271hjaM="></latexit>

∀w ∈ C∞(Ω),

<latexit sha1_base64="7TdYIwBGf4SGMh+kcFjn271hjaM="></latexit>

∀w ∈ C∞(Ω),

<latexit sha1_base64="trR2XFMh6tvSTsHXHVAqFFkUBjE="></latexit>����
Z

Ω

∂w

∂xi
dΩ

���� ≤
✓Z

Ω
dΩ

◆1/2
 Z

Ω

����
∂w

∂xi

����
2

dΩ

!1/2

≤ CΩ‖w‖H1

Il suffit ensuite d’utiliser le prolongement par continuité puisque           est dense dans        .
<latexit sha1_base64="hhSQsz8zgrxKXToUt/mCEiGYdKI="></latexit>

C∞(Ω),
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

• Qu’en est-il de l’application                       ? S’étend-elle aux fonctions de          ?
<latexit sha1_base64="oXKm29dWhwUCDrNNKdFoTki7GHs="></latexit>

w 7!
∫

∂Ω
wni dΓ

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

C’est moins évident étant donnée la définition de         ! C’est quand même vrai grâce au théorème de trace.
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)



Outils mathématiques
1. Formules de Green pour les fonctions régulières 
2. Espaces de Sobolev, Dérivation faible dans L2 

3. Théorème de trace 
4. Retour sur les formules de Green

voir les chapitres 2 et 3.
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L’application trace par
<latexit sha1_base64="7bz6Rw1ZYd5x4gpURnS5O4AkP9A="></latexit>

γ0 : C∞(Ω) → L2(∂Ω)
<latexit sha1_base64="6jQTeYb9luxanyG22VYieP2oM6M="></latexit>

= {f mes. sur ∂Ω t.q.
∫

∂Ω
|f |2 dΓ < +∞}

<latexit sha1_base64="E6c75p5yTg/LU3GDmhDsH2GMY7I="></latexit>

v 7! γ0v = v |∂Ω
est bien définie et vérifie

<latexit sha1_base64="btxLVXC4kD3vkkkZqS+wFkeVxvU="></latexit>

∃C0 > 0, ∀v ∈ C∞(Ω), ‖v
��
∂Ω

‖L2(∂Ω) ≤ C0‖v‖H1(Ω)

Premier théorème de trace
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Théorème

Comme          est dense dans         , on peut appliquer le théorème de prolongement par continuité :
<latexit sha1_base64="hhSQsz8zgrxKXToUt/mCEiGYdKI="></latexit>

C∞(Ω),
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

L’application trace se prolonge par continuité en                                       et vérifie
<latexit sha1_base64="zAiIDvlMw2FD1xetG/tHg6M2jN8="></latexit>

γ0 : H
1(Ω) → L

2(∂Ω)
<latexit sha1_base64="E6c75p5yTg/LU3GDmhDsH2GMY7I="></latexit>

v 7! γ0v = v |∂Ω
<latexit sha1_base64="1LYyMVBz7H4CpzpJxl+eZr9mmec="></latexit>

∃C0 > 0, ∀v ∈ H
1(Ω), ‖v

��
∂Ω

‖L2(∂Ω) ≤ C0‖v‖H1(Ω)

Remarque 1 : On peut définir de la même façon l’application trace            sur un bout du bord           . 
<latexit sha1_base64="SaFu2iYdJo9Jok3WUwIZdxsgzSU="></latexit>

Γ ⊂ ∂Ω
<latexit sha1_base64="Kj96oOxzJ9BKzMR+jiIXXmtCKUM="></latexit>

v 7! v
��
Γ

Remarque 2 : L’inégalité est fausse quand on remplace          par         car
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="Zs6fJ7ehW2VeqSR/PU20oOW/4EY="></latexit>

L2(Ω)
<latexit sha1_base64="tGRuqUTLwrK5d4SHcq5eaB9GP0c="></latexit>

→(vn)n∈N ∈ C∞(Ω)N, ‖v
��
∂Ω‖L2(∂Ω) = 1 et ‖vn‖L2(Ω) −→

n→+∞
0

On ne peut pas parler de la trace d’une fonction de         qui n’est pas dans         !
<latexit sha1_base64="Zs6fJ7ehW2VeqSR/PU20oOW/4EY="></latexit>

L2(Ω)
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

voir le TD1- Exo4 pour la preuve dans un cas particulier.
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Exemple 1 :                                 , on se concentre sur
<latexit sha1_base64="yCBzp9De4I5wN30UbkWJBP4vbEk="></latexit>

Ω =]0, 1[, ∂Ω = {0} ∪ {1}
<latexit sha1_base64="WP0xV8YJqL50xkq4ny0BzWTl9MA="></latexit>

γ0 : v 7! v(0)
<latexit sha1_base64="Dy1zJ7RjMMWbopCCMqCYHNd7Z2s="></latexit>

fβ : x 7! xβ
<latexit sha1_base64="yZTeucePa5zCC+s7dGUD113IN7Y="></latexit>

fβ ∈ L2(]0, 1[) ssi β > −1/2
<latexit sha1_base64="HBTYo5UBEtJ96a6O5avr1J/WHyo="></latexit>

et fβ ∈ H
1(]0, 1[) ssi β > 1/2

<latexit sha1_base64="Hbgnr5xm8dg2lvokxIYL4Es8S0Q="></latexit>

fβ a une trace (ici c est une valeur) en
<latexit sha1_base64="AGOyvkv7QNWM0+XHIyisG14hUAI="></latexit>

x = 0 si β ≥ 0

C’est bien cohérent avec les résultats précédents!

Exemples en 2D :                       

(0,0)

(0,1)

<latexit sha1_base64="UPPgiJ7kEZUTCTUxA+IgQhUXi6k="></latexit>

v : (x , y) 7! ln

)
ln

)
1√

x2 + y2

)) <latexit sha1_base64="nOi36WJhmCGjbzY84DCzA589w1I="></latexit>

w : (x , y) 7! ln

)
1√

x2 + y2

)
<latexit sha1_base64="jdbs3yG+MCoBVc/aHdGgymBXN2w="></latexit>

Ω

<latexit sha1_base64="qMnzCBpV+DElXzRMNUdTCOI+tW4="></latexit>

v /∈ C0(Ω) elle n’est pas continue en (0,0)!
<latexit sha1_base64="uRdGhAvx/nRKBNtUpRf1sEp7X8M="></latexit>

v ∈ H
1(Ω) : d’après le théorème de trace, on peut 

définir sa trace sur le bord et 
<latexit sha1_base64="coWYD9NLX6+PWiyIZIwc4OzUyio="></latexit>

v
��
∂Ω ∈ L2(∂Ω)

<latexit sha1_base64="YieCk+5td/yrO67++L02SNVnZAA="></latexit>

w ∈ L
2(Ω) mais w /∈ H

1(Ω)

Sa trace sur le bord     n’est pas dans 
<latexit sha1_base64="QVezHZcbmgI1LeiUOvlSqfm9sfQ="></latexit>

L2(∂Ω)
<latexit sha1_base64="fu49uu5MO77VrXEg/Pyj5FP0k7I="></latexit>

∂Ω
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Théorème

L’application trace se prolonge par continuité en                                       et vérifie
<latexit sha1_base64="zAiIDvlMw2FD1xetG/tHg6M2jN8="></latexit>

γ0 : H
1(Ω) → L

2(∂Ω)
<latexit sha1_base64="E6c75p5yTg/LU3GDmhDsH2GMY7I="></latexit>

v 7! γ0v = v |∂Ω
<latexit sha1_base64="1LYyMVBz7H4CpzpJxl+eZr9mmec="></latexit>

∃C0 > 0, ∀v ∈ H
1(Ω), ‖v

��
∂Ω

‖L2(∂Ω) ≤ C0‖v‖H1(Ω)

L’application trace n’est pas surjective!

L’image de l’application trace,       , est un sous espace strict de           qui est dense dans           .
<latexit sha1_base64="pPqHovRYmpZu2ygSORjMW9GRx5w="></latexit>Imγ0

<latexit sha1_base64="QVezHZcbmgI1LeiUOvlSqfm9sfQ="></latexit>

L2(∂Ω)
<latexit sha1_base64="QVezHZcbmgI1LeiUOvlSqfm9sfQ="></latexit>

L2(∂Ω)

Cet espace sera noté en général dans le cours        . Il est souvent noté dans la littérature              .
<latexit sha1_base64="pPqHovRYmpZu2ygSORjMW9GRx5w="></latexit>Imγ0

<latexit sha1_base64="Sr6bHDRFwYp5JKV33XKdMpjo35Y="></latexit>

H
1/2(∂Ω)

L’application trace n’est pas injective!

Le noyau de l’application trace est          . Autrement dit,
<latexit sha1_base64="2kHUG28qy9KQhDoPDummpIayoVw="></latexit>

H
1
0(Ω)

<latexit sha1_base64="54plBU6GLN1vtnNCgZlPrbw0YFA="></latexit>

H
1
0(Ω) = {u ∈ H

1(Ω), u
��
∂Ω = 0}

Preuve de    .<latexit sha1_base64="SwuZn6i+kFRLX68mUF4FUlulO7k="></latexit>⊂



Outils mathématiques
1. Formules de Green pour les fonctions régulières 
2. Espaces de Sobolev, Dérivation faible dans L2 

3. Théorème de trace 
4. Retour sur les formules de Green

voir les chapitres 2 et 3.

33



<latexit sha1_base64="2M7nx/rWqsEq2r1viLtjYgMbH7I="></latexit>

n(x)
<latexit sha1_base64="aJNIb7phh/cyhX/UesaZwnw//Pc="></latexit>

⌦

Généralisation de la première formule de Green
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Peut on étendre aux fonctions de          la formule de Green

<latexit sha1_base64="PZ2QNgjS4uANr24EoI2ZgFGMmnA="></latexit>

1 ≤ i ≤ d

• L’application                       s’étend aux fonctions de           (preuve il y a quelques slides)
<latexit sha1_base64="X0bWkaMlToEKFjfTsqdDsDSIqow="></latexit>

w 7!
∫

Ω

∂w

∂xi
dΩ

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="7TdYIwBGf4SGMh+kcFjn271hjaM="></latexit>

∀w ∈ C∞(Ω),

Il suffit ensuite d’utiliser le prolongement par continuité puisque           est dense dans        .
<latexit sha1_base64="hhSQsz8zgrxKXToUt/mCEiGYdKI="></latexit>

C∞(Ω),
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

• L’application                       s’étend aussi aux fonctions de          puisque
<latexit sha1_base64="oXKm29dWhwUCDrNNKdFoTki7GHs="></latexit>

w 7!
∫

∂Ω
wni dΓ

<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="7TdYIwBGf4SGMh+kcFjn271hjaM="></latexit>

∀w ∈ C∞(Ω),

<latexit sha1_base64="LLnm8oc27ajdvjO6efmYhbA/oJ4="></latexit>����
Z

∂Ω
γ0w ni dΓ

���� ≤
✓Z

∂Ω
|ni |2 dΓ

◆1/2 ✓Z

∂Ω
|γ0w |2 dΓ

◆1/2
≤ CΩ‖γ0w‖L2(∂Ω)

<latexit sha1_base64="hZY49yv7nttqyZ9JXtXIovhZsLU="></latexit>

≤ C ′
Ω‖w‖H1(Ω)

d’après la continuité de l’application trace

• Comme l’égalité est vraie dans          , elle est vraie dans          !
<latexit sha1_base64="hhSQsz8zgrxKXToUt/mCEiGYdKI="></latexit>

C∞(Ω),
<latexit sha1_base64="J8iq35TUf5V+L0K4cVYJemXqVLQ="></latexit>

H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="+9wFXoeh6gV91RjAe4xP2I9X9s0="></latexit>∫

Ω

∂w

∂xi
dΩ =

∫

∂Ω
wni dΓ

Théorème
<latexit sha1_base64="hCNUTfYSiIrzuSZZz/wRZW1A+SM="></latexit>

∀w ∈ H
1(Ω),

<latexit sha1_base64="KL2WXbGpbXUHTGwwE+QIyT6zxYM="></latexit>Z

Ω

∂w

∂xi
dΩ =

Z

∂Ω
w
��
∂Ωni dΓ

<latexit sha1_base64="PZ2QNgjS4uANr24EoI2ZgFGMmnA="></latexit>

1 ≤ i ≤ d

A faire en exercice



Prochaine séance
1. Extension aux autres Formules de Green  

2. Formulation variationnelle pour le problème de Dirichlet 
3.Formulation variationelle pour le problème de Neumann 
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