Corrigé de la PC6 : Schémas numériques pour les
équations hyperboliques linéaires.

13 avril 2026

EXERCICE 1 (LE SCHEMA DE LAX-WENDROFF POUR ’£QUATION DE TRANSPORT)
Soit u une solution réguliere de I'équation de transport (la vitesse c, constante, est
supposée strictement positive) :

ou ou
—4+c—=0 z€R,t>0,

u(z,0) =u’(z) = €R.

Question 1. Montrer que

A 0%u n
> a2 1)

u (g, ") = (z,t") — cAt ? (z;,t") +
x

)
GAL 9Py o A O n 5

Nous proposons la famille de schémas suivante (dépendant du parametre ;1) pour la
résolution numérique de I'équation du transport :
utt—ur ¢ At
J J n n n n n o
N (W —ufy) — T (W = 2uf +uj ) = 0. (3)
Obtenir la valeur de i pour laquelle la méthode est consistante, au moins, a I’ordre
deux. Nous appellerons le schéma ainsi obtenu le schéma de Lax-Wendroff. Discuter
la précision du schéma lorsque ¢ At = h.

Corrigé de la question 1 : Pour effectuer I'étude de consistance de la méthode, u
étant une solution réguliere de I’équation de transport, nous notons

Ul = u(xj,t"), ( Pl

J

Par un développement de Taylor en ¢, on a

8u>n At? (8214)” At (83@4)” At <84u>"

Urtt = g At(—
j it T \ae), T (s ), T o \aa

5
= Lo @)

j
Mais u étant solution de I'équation de transport, on démontre par récurrence que,
pour tout entier n > 1,
0"u , 0"u
w =) o
ot ox

)
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En effet, (5) est vrai pour n = 1 (c’est 'équation de transport). Supposons que (5) soit
vrai pour n > 1. Par dérivation de (5) en ¢t nous obtenons

an+1u
8x"+1

oty . 0 0"u " du Lo ( 8u>

— = (—c)" — — (—c\" 7 Y (__a\ntl
gt = T g = 0 g = 0 g egy) = (59

ou nous avons a nouveau utilisé le fait que u est solution de I’équation de transport.
Quand on utilise (5) dans (4), on obtient

- 3+ 23 (5225 () 230 (2 o,

ce qui entraine (2). Par ailleurs, grace a des développements de Taylor en z, on a
ur., —-uUm™ ou\" h? 7 9B3u\n

2h %j E%]
(7)

Up, =207 + U7, (82u>n h? (34u>”

I R i 4
) 02 =a2), T 1\aa), T

J

alors que par ailleurs, nous déduisons de (6) que

U;‘H - Uy _ . <3u)” At (82u>" ASAtL? (83u)" AN (84u>n

a.. — 4
At 0:); T2 \a2); T 6 \ap), T o +O(At"). (8)

J
En effectuant la combinaison linéaire (8) + ¢ - (7)(a) - uAt - (7)(b), nous obtenons
2

3 D)

9)

<c4At3 At h2> <84u

T TR

"L O+ At

ox? ) j ( )

On voit que le schéma est toujours consistant (puisque ¢} tend vers 0 quand At et k
tendent vers 0) et qu’il est d’ordre 2 si et seulement si

p=c*/2. (10)

Pour cAt/h = 1, le schéma s’écrit u;‘“ = u}_, , équation qui est aussi vérifiée par la
solution exacte. En effet, d’apres la méthode des caractéristiques

U;’H =u’(z; — ") = (z; — ct” — cAt) = u(z; — h — ct") = O (x;_1 — ct") = Ui,

le schéma est donc exact dans ce cas particulier.

Question 2. Donner une équation équivalente du schéma de Lax Wendroff a par-
tir du terme prépondérant de I'erreur de consistance, équation dont les coefficients
seront exprimés en fonction de ¢, h et o :== c¢At/h (nombre CFL). Le schéma sera-t-il
principalement dissipatif ou dispersif?



Corrigé de la question 2 : En utilisant la formule (9) pour 1 = ¢*/2 (cf. (10)), on
obtient, a = cAt/h étant fixé

1 —a? PPu\» ala? —1) Otu\n
n __ 2 - 3 4 4
& =ch 6 (8x3>j e 24 h <8x4>j + O+ At
On obtient donc une équation équivalente
ou ou 1 —a?du
— +c— +ch? — = 11
ot ot o a0 ay

On remarque que le terme d’ordre 2 correspond a un terme de dispersion.

L'équation équivalente (11) ne permet pas d’énoncer des théoremes mais elle donne
des indications qualitatives. En 'occurrence, pour le schema de Lax-Wendroff, le
premier phénomene induit par la discrétisation est la dispersion numérique (d’ordre
2) alors que la dissipation numérique, si elle est effectivement présente, sera d’ordre
supérieur. Tout ceci sera confirmé par I'étude de dispersion numérique (Question
4).

Question 3. Calculer le coefficient d’amplification du schéma de Lax-Wendroff et
en déduire sa stabilité sous condition CFL.

Corrigédelaquestion3: Pourl’analyse de stabilité L? du schéma, rappelons que la
méthode de Fourier Von-Neumann revient a chercher des solutions de (3) qui soient
de la forme

Vi€Z VYn>0, u' = a"(€)es, (12)

J

: . At Lo
Introduisons le coefficient CFL, a := CT, auquel cas, (3) avec p = ¢?/2 se réécrit

n+1 n a n n Oé2 n n n
with = = o (e =) + 5 (W = 207 ) (13)

En substituant (12) dans (13), nous obtenons la relation de récurrence pour " (¢) :

A" (E) = Su(& AT (€), (14)
& 1 QX eh —agh CY_Q ©h —th .
avec S, (&, At) =1 5 (e e M) + 5 (e 2+ e "), soit

Sp(€,At) =1 —rasinéh + a*(coséh — 1) (15)

Il s’agit, par definition du coefficient d’amplification du schéma. Pour étudier la sta-
bilité L? du schéma, étudions le module de S;,(¢, At). On calcule

1SL(6, A2 = 1+2a%(coséh —1) 4 a* (cos&h — 1)2 + a?sin*¢h
= 14 a*(2coséh — 241 —cos*€h) + o' (cosEh — 1)?
= 1+ (o' —a?)(coséh —1)2 =1+ 4(a' — a?)sin* ().

Distinguons alors deux cas



(i) Sia < 1,alors o’ —a? < 0etsup.g 5,(€, At)| = 1:1e schéma est donc stable.

(i) Sia > 1,alorsa’ — a2 > 0 etsupeg |Sn(€, At)] = /1 +4(a — a?) : le schéma
est instable.

Question 4. On rappelle que la solution u de I'équation de transport peut s’écrire
en fonction de u° :

u(z,t) = /R A’ (€)' mE d¢

Ceci montre que I'équation de transport n’est ni dissipative, les ondes planes ¢**
ne sont pas atténuées au cours du temps, et ni dispersive, les ondes planes ¢** se
propage toutes a la méme vitesse c. On s’interesse maintenant a la version continue
en espace du schéma (3) pour i = ¢*/2, qui s’écrit

up () — uj(2) LUt h) —up(e —h)
At 2h
AAE (ui(x + h) — 2ul(x) + u(z — h)
2 h?
ouuy estI'interpolation linéaire de (u}) ez (voir le cours pour une définition précise).
Montrer que, siu)(z) est donnée, la solution u}(z) de (16) est donnée par

(16)
=0.

u’z(gj) = /R,a?l (5) efah(&:vAt)tneZg(xfch(£7At)tn) df (17)

ou on exprimera ay,(§, At) ( qui quantifie la dissipation numérique) et c,,(§, At) (qui
quantifie la dispersion numérique) en fonction du coefficient d’amplification S, (§, At).

Corrigé de la question 4 : En reprenant les calculs de la question 3, il est facile de
voir que la transformée de Fourier 4} (¢) de u}/(x) est donnée par

(&) = [Su(& AB)]" ap(€)

et donc par transformation de Fourier inverse
ui(e) = [ (e ede = [ 56 0N (o) e ae (18
R R

Ecrivons la représentation polaire du nombre complexe S, (¢, At) :
Su(&, AL) = |Su(€, At)| e'*85:EAD (o1, par convention, arg z € [0, 2r])

Par conséquent, si nous posons

ah@,m):—Ait In (1S(€.A8))) et ch(g,At):—i arg (Su(6,A0),  (19)

nous pouvons réécrire

Sh(f,At) — efah(&At) At ef’iéch(é,At) At et donc [Sh<€,At>]n _ efah(f,At) tn e*iﬁch(&At) tn.
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(17) découle alors de (18). Notons que si |5’h(§ ,At)| < 1 (stabilité) alors a, (&, At) > 0.

Rappelons que la formule (17) permet d’interpréter la fonction v} comme la super-
position (continue) par rapport a la variable de Fourier spatiale £ d’ondes harmo-
niques. Pour chacune d’entre elles :

— ¢ est (déf.) le nombre d’'onde et A\ = 2?” lalongueur d’onde (période spatiale),
— (z,t) = & (x — cn(&, At) t) estla phase de 'onde, ¢, (€, At) la vitesse de phase,

— 49 (€) e~n(&A0 est 'amplitude de 'onde et ay, (¢, At) son taux de décroissance.

Le fait que ¢, (&, At) dépende effectivement de ¢ caractérise ce que I'on appelle la
dispersion numérique. Plus ¢, (¢, At) s’écarte de ¢ plus le schéma numérique est dis-
persif.

Le temps 7,(¢, At) = ap(€, At)~! est le temps au bout duquel I'amplitude de I'onde
est divisée par e ~ 2.81. Ce temps dépend aussi de . Plus il est court, c’est a dire plus
le taux a, (¢, At) est grand, plus le schéma numérique est dissipatif.

Question 5. Déterminer I'équivalent des quantités
Th(gv At) et 5c,h(§7 At) =C— Ch(€7 At)

pour h petit et o constant. Commenter.

Corrigé de la question5: D’aprés (15), ona

an(€, AL) = —ﬁ n [1+4(a" — o) sin' (€h/2)]

Sia = 1alors a, (€, At) = 0, ce a quoi on s’attendait puisque le schéma est exact.
De plus, pour h assez petit, un développement limité montre que

a(l —a?)

ah(ﬁ,At) ~ C 3

Eh3, (20)
Par ailleurs, toujours d’apres (15),

Re Sh(ﬁ, At) =1—a?*(1 —cos€h), Im S'h(f, At) = —asinéh

Comme S,,(¢, At) tend vers 1 quand / tend vers 0, Arg S, (¢, At) € | — %, 5 [pour h assez
petit et on peut écrire

i Im S(€, A |
Arg S, (&, At) = arctan (%) = —arctan <1 — O;(Slm_gfos §h)>
h\S>
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Effectuons des développements de Taylor
5'2 h2
6

asinéh = ach (1 - —- 0(54114)),

272
1 —a?*(1 —cos€h) =1 —a? % +O(&*nY)

d’ou nous déduisons

asinéh B 3a2—1 , 4 4,4
1 —a?(1 —coséh) = ath <1+ &h +O<§h)>
. 53 5
et par conséquent, cpmme arctand = § — 3 + 0(07),
2 2
Arg Su(€,At) = —ath (1 + % £2h? % E2h2 + O(§4h4)>
2
— ath (1 L g2y O(§4h4)).
6
Par conséquent, d’apres I'expression (19) de ¢, (¢, At), comme ah = cAt,
2
—1
en(6 A1) = o1+ T=— &7 + O(¢*h")),
et donc
1—a? 979
ec(&, At) Nch h*  (h—0). 21)

Donc si o < 1 (condition de stabilité), on a ¢, (£, At) < ¢, la solution se propage avec
un petit retard par rapport a la solution continue

Les résultats (20) et (21) confirment les informations fournies par I’équation équivalente
(question 2), a savoir que la dispersion numérique est un phénomene du second
ordre alors que la dissipation numérique est d’ordre 3 ((21)).

EXERCICE 2 (UN SCHEMA POUR I’£QUATION DES ONDES.)
On s’intéresse a I'approximation de I’équation des ondes 1D :

azu 2821‘/
W_C@ZO r €R,t>0, (22)

On rappelle que, pour toute fonction u suffisamment réguliere :
uw(x + h) — 2u(z) +u(z — h) d2u( ) h* d*u
= — X _—
h? dx? 12 da?
On introduit I'opérateur aux différences finies :
o w(x 4+ h) —2u(z) + u(x — h)
—C
h2
et on considere le schéma numérique, appelé schéma saute-mouton

(z) + O(hh) (23)

Alu(z) =

n+1 n n—1
uy — 2uy 4 uy
At?

+Aul =0 (24)



Question 1. Expliquer sans calculs pourquoi ce schéma est consistant. Etudier la
vitesse de propagation numérique et en déduire une condition nécessaire de conver-
gence du schéma.

Corrigé de la question 1 : 1l suffit d’utiliser le développement (23), ainsi que son
équivalent en temps, pour déduire que le schéma est consistant, d’'ordre 2 en temps
et en espace.

De plus, le support de la solution numeérique se propage a vitesse finie au sens ou
supp uj C [a,b] = suppu}™ CJa — h,b+h].
Autrement dit, la vitesse de propagation numérique est donnée par :

h

Vnum - E

La vitesse de propagation des ondes étant c ici, une condition nécessaire de stabilité

est V,um > ¢, ce qui se réécrit :

cAt
— <1
p S

Question 2. Déterminer le symbole de A}, c’est a dire Ia fonction A} (¢) telle que :
F (Ahu) (&) = Ap() Fu(€)

(on exprimera Al (¢) uniquement a I'aide de sin®(¢h/2)).

Corrigé dela question2: Rappelons que si on note (7,,us)(x) = uy(z + gh) alors

F(ranun)(€) = € “M,(8).
On a alors immeédiatement :

) ez{h -9 + e—th/\

F (Ayun) (§) = —¢ 2 up(§)
d’oul'on déduit que :
- 1 —cos(éh) 42 . ¢h
Al =2 72 =7 sin? 5 ) (25)

Question 3. Par la méthode de Fourier, déterminer la condition de stabilité L? du
schéma (24). Commenter.



Corrigé de la question 3: Dans les variables de Fourier, le schéma (24) se réecrit :
iyt (ARAL(E) - 2) () + a7 (€) =0

On s’est donc ramenés pour chaque ¢ a I’étude d'une suite récurrente d’ordre 2.
L'équation caractéristique associée est donnée par :

r?— (2-APALE)r+1=0 (26)

Soient (£, At) et ro(&, At) les deux racines (complexes) de (26). Comme les solu-
tions de (30) sont des combinaisons linéaires des suites géométriques [ (£, At)]" et
[r2(€, At)]™, 1a condition nécessaire et suffisante de stabilité L? du schéma s’écrit

VEER, |[n(&,AN)]"] <1+vAt et |[ra(€, AN < 1+ vAL 27)

Or le produit des deux racines, donc leur produit de leurs modules, vaut 1. Soit A, (&)
le discriminant de ’équation (31). Cette équation étant a coefficients réels, pour
chaque &, de deux choses I'une :

(i) An(§) > 0. Les deux racines sont réelles distinctes et au moins une des deux
est de module strictement supérieur a 1. On peut montrer en écrivant son ex-
pression que la racine de module strictement supérieur a 1 ne vérifie pas (27).
Cela entrainera donc l'instabilité du schéma.

(i) An(§) < 0. Les deux racines sont complexes conjuguées (incluant le cas ou
elles sont réelles et confondues) auquel cas elles sont toutes deux de module 1.

La condition nécessaire de stabilité du schéma est donc qu’on soit dans la situation
(i), i. e. Ay (§) < 0, pour toutes les valeurs de . Or, A, () est donné par

An(§) = (APAL(E) —2)° — 4 = APAL(©) (ArPA](6) — 4)
Comme A} (€) > 0, A,(€) < 0 équivaut a

VEER, APAN(—-4<0 <= AP supdl(6)<4
R 4 2 13
Comme sup A}L(é ) = h_CQ (cf. (25)), la condition de stabilité CFL du schéma est donc:
13

cAt
— <1
h
ce qui est exactement la condition nécessaire que nous avions déduit de la vitesse de

propagation numérique.

Nous cherchons maintenant a construire un schéma plus précis a partir d’'une com-
binaison linéaire de deux schémas saute-mouton définis sur deux grilles différentes
(une de pas h, une de pas 2h).

Ainsi, étant donné vy € R, on introduit I'opérateur aux différences finies :

e u(z+h) —2u(z) +ulx—h) ) e uw(z + 2h) — 2u(z) + u(x — 2h)

Aju(a) = s (1-7) = ,

et on considere le schéma numérique
n+1 n—1
uy — 2uy 4+ uy,
At?

+ Aup =0 (28)



Question 4. Expliquer sans calculs pourquoi ce schéma est consistant quel que
soit . Etudier la vitesse de propagation numérique et en déduire une condition
nécessaire de convergence du schéma.

Corrigédelaquestion4: Lopérateur A) estlacombinaison linéaire de deux opéra-
teurs aux différences finies consistants, dont la somme des coefficients vaut 1 : c’est
donc un opérateur consistant.

De plus, le support de la solution numérique se propage a vitesse finie au sens ou
supp uj C [a,b] = supp u}™! C [a — 2h, b+ 2h].
Autrement dit, la vitesse de propagation numérique est donnée par :

2h

Vnum = A
At

La vitesse de propagation des ondes étant c ici, une condition nécessaire de stabilité

est V,..m > ¢, ce qui se réécrit :

cAt
— < 2.
S

Question 5. Déterminer la valeur v, de v pour laquelle, pour toute fonction u(x)
suffisamment réguliére :

Al =— QdZ—u o(n*
Jule) =~ 5(x) + O(h).

Corrigé de la question 5: En utilisant (23), il vient :

d*u h? d*u d*u 4h? d*u
Y _ 2 halihed e - . . 2 - o - 4
Mule) ==1¢ (500 + 5156 - -9 (Thw + T3 Th@) + otk
d*u h? d*u
= 12 (@) — 5 (4 =37) ¢’ pi G O(h*)

4
Alors pour v = v, = 3 le terme devant la dérivée d’ordre 4 s’annule, et on obtient :
. d*u
Alu(r) = — ¢ @(x) +O(hY)
Question 6. Calculer le symbole A} (¢) de A} uniquement & I'aide de sin?(¢h/2).

Montrer que A} (€) > 0 pour tout £ € R si et seulement si~ > 0.
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Corrigé de laquestion 6: Comme A = v A} + (1 — ) A}, pour les symboles

~

A& =7 AR(&) + (1 — ) A, (&) (29)
Donc, en utilisant (25),
2 J—
Al(€) = 4h—62(7 sin? % + ! 1 7 sin? §h>

Comme sin? £h = 4 sin? £ (1 — sin? &%), nous obtenons finalement, avec s := sin &2,
2 2 2

B =3 (-9 20 - ),

soit encore, tous calculs effectués

- 4¢2 L &h

h
Al(€) = —7 S (1 — (1 — ) sin? %)

De toute évidencesiy > 1, c’estadiresil — v <0, AZ(&) > 0 pour tout ¢ € R.

Siy < 1,lafonction s*> € [0,1] — 1 — (1 — ) s> décroit de 1 a . La fonction A} (¢) reste
donc positive si et seulement si y > 0, ce qui achéve la démonstration du résultat.

Notons que la positivité de AZ(&) pour 0 < v < 1 est aussi une conséquence du fait
que A (¢) est alors une combinaison convexe de deux fonctions positives (cf. (29)).

Question 7. Par la méthode de Fourier, déterminer la condition de stabilité L? du
schéma (28), pour tout v et en particulier pour ~,. Commenter.

Corrigé de la question 7: Dans les variables de Fourier, le schéma (28) se réecrit :
@(E) — (2 - APALO) T(E) + () =0 (30)

On s’est donc ramené pour chaque ¢ al’étude d'une suite récurrente d’ordre 2. L'équation
caractéristique associée est donnée par :

2= (2= APAE))r+1=0 (31)

Enraisonnant exactement comme a la question 3, on voit que la condition nécessaire
et suffisante pour que le schéma soit stable est que le discriminant A (¢) de (31) soit
négatif pour toutes les valeurs de £. Or, ce déterminant est donné par

An(€) = (APAY(E) —2)" — 4= APA](€) (APA](€) - 4)

La différence essentielle avec le cas de la question 3 est que le symbole A7 (¢) n’est
pas toujours positif, ce qui complique I’analyse. Cela étant, de deux choses I'une

(@) sivy < 0, il existe des valeurs de ¢ pour lesquelles AZ(S) < 0. Pour ces &, a for-
tiori At2A)(€) — 4 < 0 et donc A, (€) > 0: le schéma est donc instable.
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(b) siy >0, AZ({ ) > 0 pour tout ¢ et Le schéma est stable si et seulement si :

APAT(E) —4<0 ie Af sup AV(€) < 4. (32)
. 4 ¢?
Comme A} (§) = h_02 F,(sin? %), F(z):=z(1-(1—-7)z), (32) devient:
o At?
¢" —5 sup F,(x) <1. (33)
h z€[0,1]

On va maintenant évaluer sup F,(x).
z€[0,1]
- Siy > 1, x — F,(x) est croissante sur R*. Donc sup F,(z) = F,(1) = 1.
z€[0,1]

- Siy < 1,2 — F,(r) admet son maximum sur R enx = x, :=

Py (y) = ﬁ

1
m>Oet

On remarque que z, < 1 sietseulementsi~y < 1/2. Par conséquent

siy > 3,alorsz, > 1 et F), est croissante sur (0,1) Sel[lopl] F.(x)=F,(1) =~

. 1
siv <3, sup. Fy(z) = Fy(zy) = W=7

Pour résumer, le schéma n’est stable que si v > 0 et sous la condition de stabilité :

At .
cfgC(fy), C(y)=2y/1—~ siy€0,1], C’(’y):ﬁ siy > 3. (34)

Le lecteur pourra vérifier que v — C/(v) est continue et décroit strictement de 2
(c’est a dire pour le schéma saute-mouton associé a un maillage de pas 2h) a 0 (pour
~v — +00) en passant par 1 pour v = 1 (i. e. pour le schéma-saute mouton).

En particulier, pour v > 0, la condition de stabilité CFL est strictement plus contrai-
gnante que la condition nécessaire que nous avions déduit de la vitesse de propaga-
tion numérique.

11



Voici un exercice supplémentaire (hors programme) pour aller plus loin...
EXERCICE 3 (ETUDE DU SCHEMA DE NEWMARK PAR METHODE ENERGETIQUE)

Soit u la solution de I'équation des ondes 1D :

Pu 0%

w—C@—O r€eER, t>0,

u(z,0) = ug(x) (35)
ou

57(.0) = v(a)

Question 1. Démontrer que pour toutes conditions initiales u, et vy, a support com-

pact, I'énergie
1 [ |0u? 1,

se conserve au cours du temps.

dx

ou |2
5

Corrigé de la question 1 :

Ou

ot

10 /0uN? ou [ , 0
/——(—) dx—/—(cQ—u>dx:
R 20t \ 0t R Ot 0x?
La solution se propageant a vitesse finie, elle est a support compact pour tout temps.
Ainsi, en intégrant par parties le second terme de I'identité ci-dessus, on obtient

10 /0u\? 2 Ou Pu [ 10 (0u\2 10/ 0u\?
/Rm(a) d“/RC a—xaxatdx—/f{m(a) d“/Rm(%) d = 0.

qui donne bien le résultat annoncé par dérivation sous le signe somme.

En multipliant (35) par la vitesse — et on intégrant sur R, on obtient,

Question 2. Ecrire I'équation vérifiée par le couple (u,v) = (u : E)_;L>

Corrigé de la question 2 :

Introduisant la vitesse v = —, nous pouvons réécrire (35) sous la forme d'un systeme

ot
g | v 0 1 u u uo(x)
5 -, =0, (x,0) = : (36)
v o 0 v v vo(x)
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Question 3. On étudie le schéma de Newmark défini par

n+1 n n n+1
(@) U —uj_vj—i-vj _0
At 2

n+1
V" __ n+1_'_uh

(b) ]Ttvj + (Ah(T))j —0

(37)

ou A, est'opérateur aux différences finies défini par

2 ) . ) o A
Yy, = (w;); € C(Z), (Apwy); = _% <wy+1h w;  w; th_1> |

Montrer que ce schéma est équivalent au suivant

untt —2u} +uj uptt 4 2up 4 !
U A h h ) = 38
At2 ( h( 4 ) j 0, (38)

Corrigédelaquestion3: En soustrayant deux pas de temps consécutifs de (37)(a),

ona

Wt —2ul 4t Wt =

At 2

De méme en additionnant deux pas de temps consécutifs de (37)(b), on obtient

it — ! uptt 4 2up + un !
"% (4 h > —0.
At +( h( 2 ) j

On en déduit (38).

Question 4. Soit (u,v) , une solution réguliéere du systéme obtenu a la question 2.
Nous posons

Ui = u(jh,nAt), V" =wv(jh,nAt)

.72 . - . - . N . 1
L'idée est de voir les équations comme centrées au point z; et a I'instant t"*= et de
controler les deux erreurs de troncature

n+1 n n n+1
vt =up Vit

e _
n+% - V}n+1 - an C2 UJTL++11 —9 U]nJrl T U]n_Jrll N ]_H —9 Un + Un
T A 2 h? & ‘

Montrer que ce schéma est consistant. Quel est son ordre?
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Corrigtia delaquestion4: Effectuonsdesdéveloppementsde Taylor autour du point

(z;,t"*2). En gardant la méme notation ( - );‘, -+ que dans le corrigé de I'exercice 1,
nous pouvons écrire

(gne gtk DL Qe AR Puyess o
Uj N Uj " 2 <at>j * 8 ( t2>j +O(At>> 39
W s Ateouyerl AR Qe 3

T _7<E>J’ +T(?>]~ +O(AF),

(yre oy Dteduyes AR Doyesd
KA 2< t>j T3 <8t2)j +0(Ar), -
n o n+i At 7Ov\"+3 A2 1O2p\n+i \

=S G S (G o)

En prenant la différence des deux équations de (39) (divisée par At) et et la demi-
somme des deux équations de (40), nous obtenons

n+i O\ n+1 n+3
S = (G - ) o(ar) = 0(ar) 4D

J

compte tenu de la premiere équation de (36). De méme (cf. (7)(b), exercice 1), on a

ur., =200 +U" OPu\r  h% 0%u\n
Jj+1 J Jj—1 _ el A el 4
h? a <8x2>j + 12<8x4) + O,

J

Urh =20t 4 U (62u>n+1 h? (84u>n+1

ou h”rou 4
h? 0x2/; + 12 \ Oz* +O(RY).

j
Et donc, comme pour toute fonction réguliere f(¢) (en s’inspirant de (39) )

SR+ re] = ey + A5 praned s ogar)

nous obtenons ( noter que O(At? h?) = O(At* + h'))

L (U — 207 + UL, Ui =20t Ut
2 h? h? N
(42)

2yt B2 @ty AR 9hu \nt
<a 5) <a 3= ( o ) o+ at),

a2); T\ai);, T \aae),
En prenant la différence des deux équations de (40) (divisée par At) et en utilisant
(42), nous obtenons

2 1
n—&-% v n+1/2 B C2<a u>n+2

7= (E)j oo + O(A + h?) = O(A? + h?). (43)

J

compte tenu de la seconde équation de (36). De (41) et (43), on déduit que le schéma
est au moins d’ordre 2 en temps et en espace.
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Question 5. On munit I'espace (*(Z) du produit scalaire
uh, Uh Z Uj ’UJ

et on notera || - || la norme associée. Démontrer que A, est un opérateur symétrique
et positif dans (*(Z), c’est a dire

\ (Uhy wh) € 62(Z)27 (Uh7 Ahwh> = (Ahvhu 'l,Uh), (Ah'l}h, Uh) Z 0.

Corrigé de la question 5: Remarquons tout d’abord que le & dans la définition du
produit scalaire vient de I'identification de u;, € ¢*(Z) ala fonction u,(z) € L*(R) telle
que

ap(z) =uj, Vawely—2 a8 =z;,=jh jeL

et on a dans ce cas

(up,vp) = /Rﬂh(x) op(x) dx),

Pour répondre a la question, il suffit de remarquer que

A _ c? Vj+1 —
(Apvn, wn) = Z 7 A h wj

J

S %%;P‘”“ |

En faisant un changement d’indice j — j + 1 dans la deuxieme somme, il vient

V; — v 62 (% — U;
(Avtnwy) = hz{ Doty | 4 S [

j
— 2 Yitl 95\ [ Wit — Wy
() ()

Il est alors facile de conclure puisque I’expression dans le terme de droite est symétrique
en (v, wy,) et est une somme de carrés pour v, = wy,.

Question 6. En déduire que toute solution de (37) satisfait

. 1 1
Vn>0, £ =€ ou €= |l + 5 (uf Ava).

n+1 n
Corrigé de la question 6 : En prenant le produit scalaire de (37)(b) avec U U

ona
n+1 n+1

o n v +v u, -t u
s (71 = )+ (5 () ) <o
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Dong, par (37)(a), on a

1 " . uptt — up ™t 4l
gz (P = )+ (M () ) o,

ce qui donne, comme (u} ™, Apup) = (uf, Ayup ™),

1 n n 1 n n n n
a7 (12 = osl12) + oy (™™ Aw ™) = (a, Az = 0,

soit le résultat escompté.

Question 7. Conclure sur la stabilité L? du schéma, en montrant les estimations

V>0, |vpl < V28, |upll < lubll + 1" /28, t"i=nAt (44)

Corrigé de la question 7 : La conservation de I"énergie (question 6) nous donne,
compte tenu de la définition de £" et du résultat de positivité de la question 5,

V>0, |[vp? <2&, =26&,

soit la premiere des inégalités de stabilité (44). Pour la stabilité de v}, il suffit d’utiliser
la relation (37)(a) qui nous donne

At
™ < el + = Lo+ or ™,

puis d’utiliser 'inégalité obtenue pour ||v}!|| pour aboutir a

g < Nlupll + Aty/2&.

Par récurrence, on obtient la seconde des inégalité de stabilité (44) :

V>0, [lup™ < Jupll + 17 v/2&.
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