PC2 : Résolution analytique d’équations hyperboliques linéaires
et non linéaires en 1D

9 mars 2026

EXERCICE 1 (EQUATION DE TRANSPORT A VITESSE VARIABLE)
On considére I'équation de transport a vitesse variable

ou ou
E%—c(m,t)%—O, reR, t>0,
u(x,0) = u’(z)

o u’ € CH(R) et c(z,t) sera définie dans chaque question.

Question 1. On suppose que c(x,t) = x. Est ce que le probléme est bien posé dans
C}HR x RT) ? Tracer les caractéristiques dans le plan (x,t). Calculer la solution classique
en tout point x et tout temps t.

Question 2. On suppose que c¢(z,t) = 1 pour x < 1 et ¢(x,t) = x pour x > 1. Est ce
que le probléme est bien posé ? Tracer les caractéristiques dans le plan (x,t). Calculer la
solution classique en tout point x et tout temps t.

Question 3. On va considérer maintenant un cas ou la fonction c¢(x) est discontinue
en x = 0. On sort alors du cadre du cours. Plus précisément, on suppose maintenant que
c(x,t) =1 pour x <0 et ¢(x,t) = x pour x > 0.

Question 3a. On cherche une solution u(z,t) qui soit une solution classique dans cha-
cun des demi-espaces x < 0 et x > 0. Montrer, a ’aide de la méthode des caractéristiques
que la fonction u est alors entiérement déterminée. Montrer que cette fonction est dis-
continue en général.

Question 3b. A quelle condition sur la donnée initiale u°, la fonction est-elle continue
a travers x = 0 7 Montrer que dans ce cas, il s’agit d’une solution "classique" au sens ot
u e CHR x R") et ou I'égalité

ou ou
— +c(r,t)=— =0
ot ( )833
est satisfaite en tout point de R x R,
Question 4. On reprend la question précédente avec c(x,t) = —1 pour x < 0 et

c(x,t) =z pour x > 0.



Question 4a. Montrer que la recherche d’une solution classique par morceaux ne la
détermine entiérement que dans une zone du demi-plan R x R™ que I'on précisera. Donner
la forme générale d’une telle fonction.

Question 4b. Montrer que la fonction u est entiérement définie si on Iui impose d’étre
globalement continue. Montrer que cette fonction est de classe C* si la dérivée de u°
est nulle a 'origine et qu’il s’agit alors bien d’une solution classique au sens défini a la
question 3.b.

EXERCICE 2 (SOLUTION CLASSIQUE)
On considére I'équation de Biirgers

ou 0

— + =0 eR, >0

ot oz (W) =0, zeR, ’
1

ou f(u) = §u2, avec la condition initiale suivante : u’(x) = x.

Question. Calculer la solution classique. On tracera les caractéristiques dans le plan
(x,t) puis la solution en fonction de x a différents temps.

EXERCICE 3 (NAISSANCE DE L’ONDE DE CHOC)
On considére I'équation de Biirgers avec la condition initiale suivante : u°(x) = sin z.

Question 1. Montrer que les caractéristiques ne se croisent pas avant t = 1.

Question 2. Calculer I'instant t. auquel se croisent les caractéristiques issues des points
T—cetmH+eE.

Question 3. En déduire qu’il n’existe pas de solution classique aprés t = 1.

EXERCICE 4 (NON UNICITE DES SOLUTIONS FAIBLES)
On considére le probléme suivant :

ou 0 [u?
A (L R
8t+8x<2) 0, z€R, t>0,
u(z,0) = a.

(1)

ol a est une constante réelle donnée. Le but de l'exercice est de montrer qu’on peut
construire d’autres solutions faibles de (1) que la solution constante u(z,t) = a.

Pour ce faire, on va s’intéresser a une classe de solutions constantes par morceaux définies
de la manieére suivante :



a) On se donne N > 1 réels \; < Ay < --- < Ay qui définissent N + 1 zones du
demi-plan plan P := R x R

Zo={(z,t)eP/xz<\t}, Zv={(z,t)eP/Ivt<z},
Zi={(x,) eP/Nt<z<pt}, 1<j<N-1, (siN>2)
b) On cherche u constante dans chacune des zones

u(z,t) =u;, V(r,t)eZ;, 0<j<N. (2)

Question 1. On suppose que u donnée par (2) est solution faible de (1). Calculer u,
et uy et montrer que les nombres \; sont entierement déterminés par les u;.

Question 2. Montrer que si N =1 ou N = 2, la seule solution possible est la solution
constante.

Question 3. On suppose que N = 3. Montrer qu’il existe une infinité de solutions
non constantes paramétrées par deux réels (par exemple A\ et \3) dont on précisera le
domaine de variation.

Question 4. Montrer que pour N = 4, on ne peut pas trouver de solution non constante
de la forme (2).



